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序含 


代数学是以数、多项式、矩阵、变换和它们的运算，以及群、环、域和模等为 
研究对象的学科.简单地说，代数学是研究代数系统（带有一些运算的集合) 
的.我们知道，数、多项式和矩阵的出现是由于刻画现实世界中几何量和物理 
量的需要.同样，群等也是由于直接或间接刻画新的几何量和物理量的需要而 
出现的.这样，研究这些对象就有两种途径 ：第一 种是紧密结合它们出现的背 
景去研究，例如用群论方法去研究晶体的分 类等； 第二种是把数、多项式、矩 
阵、群等作为数学对象去研究，这时常和它们出现的背景相去甚远，或者几乎 
完全脱离这些背景.然而这两种研究应该是相辅相成浑然一体的. 

在编写本书时，我们有以下的一些考虑. 

一、 在本课程中我们试图进行一些探索，在内容上除了第二、三、四章给出 
本课程的传统内容外，我们安排了第一章的“对称与群”和附录的“多元多项式 
环”.“对称与群”强调抽象代数系统的出现是由于刻画物理量和几何董的需 
要.“多元多项式环”中主要介绍 Grobner 基， Buchberger 算法，它们是计算代 
数几何的基石，同时又是“初等”的，其难度和深度适中，是能够放在基础课中 
的.这使我们有一个恰当的方式来介绍多元多项式环这个重要的具体环，并能 
突出算法这个有用的数学概念以及代数与计算机的联系.虽然讲此内容可能 
有时间上的困难，但为了保留这一点探索意图，并把希望寄托于未来，因此把 
它作为附录放在原来第五章的位置. 

二、 讲抽象群、环、域理论的同时，较深人地介绍一些具体群、具体环和具 
体域.在本教程中我们选择了变换群（包括运动群、置换群），这里没有足够的 
篇幅谈论矩阵群是一个遗憾.对域论，我们选择了多项式的分裂域 ——Galois 
理论，对环论，选择了复数域上多元多项式环 ——Grobner 基理论.这些具体 
的群、环、域不但有助于我们学习抽象理论，同时也使我们看到代数的一些应 
用 :平面 有限对称图形的分类，几何作图不能问题，根式解五次方程不能问题， 
编码问题，初等几何的机器证明等. 

三、 关于群、环、域、模都有彼此类似的基本 概念： 子系统（子群、子环、子 
域、子模），商系统(商群、商环、商模），同态和同构等等，以及作为它们的支柱 






的一些具体例子，这些是代数的基础.当然还要对群、环、域、模中的每一个至 

少选择一个较深人的结构定理，否则内容将是散漫的而无重心和方向.对环 
论，我们选择了整除理论和 Grobner 基理论.对域论，是分裂域理论 —— Galois 
理论.对群论，是 Sybw 定理和有限交换群的结构定理，而且强调了后者，这不 
仅是因为它是一个典型结构定理（分解定理），而且也顺便为模论提供了一个 
好的结果. 

四、 一个好的数学思想是一定会在不同场合下重复出现的.使初学者能看 
到这些重复是有益的.在本教程中分解型结构思想重复出现在有限交换群的 
结构定理和代数簇的分解定理中，当然它们又都是整数和一元多项式的唯一 
分解一脉相承的 . Galois 对应思想重复出现在 Galois 理论中和代数簇和理想 
的对应中. 

五、 本教材中我们对基本内容努力写得细致一些，这使得读者甚至可以自 
学.同时在某些适当的地方粗略（略去证明）介绍一些进一步的情况，好像在爬 
山到达一定髙度时，停下来欣赏一下周围的景色，这对提高游兴是有益的.然 
而用这种方式去介绍五次方程不能用根式解问题是一种不得已！它太重要 
了，不能 略去； 另一方面无法（没有学时)把它作为基本内容放在本基础课中. 

六、 本教材的基本内容也就是我们认为抽象代数基础课应该提供给数学 
专业学生的必需内容.也许有的材料（如自由群或 Grdbner 基等）没有时间去 
讲，然而在教材中提供方便，使得读者有机会知道这些内容是应该的.但无论 
如何，内容和学时之间是有矛盾的.也许可由任课教师选讲其中部分章节，也 
许采用傅种孙教授提倡的讲法 ：讲 重点，讲难点，讲思路，讲体会，利用本教材 
写得较细致的方便而把基本推导留给学生自学，这样“精讲”加“自学”的方式 
能完成主要内容的学习. 

七、 习题是重要的.我们认识到，学一门课的同时，作一个有代表性的较系 
统的大习题(学年作业）是非常有益的.在有限交换群的结构定理之后，我们布 
置了矩阵的 Jordan 标准型的模论证法以及主理想整环上有限生成周期模的 
结构定理的证明这样的大习题.我们相信，相对独立地完成这个大习题的读者 
定会对本基础课有较亲切的理解而受益匪浅. 

我于1996年冬至1997年夏完成初稿，1997年秋至1998年夏在山东大 
学等几所大学试用 .1998 年秋，四川大学、厦门大学和北京师范大学参加试用 
的教师们在北京作了逐章逐节的讨论和修改，最后由彭联刚（四川大学）和林 
亚南（厦门大学)执笔完成并编写了习题.书中有关用计算机计算的例子都是 
罗运伦同志提供的.这样，这本书实际上是一个集体作品. 



在本书中，作者常在一些地方和读者交流体会和理解，有时提到一些补充 
资料.这些不属于正文的“旁白”都用楷体字排出. 

作者特别感谢两届系领导黄惟明、余玄冰以及张英伯、何青等同志，没有 
他们的推动与鼓励，这本书是不可能出现的.感谢审稿人石生明教授，他仔细 
地审阅全书，指出若干疏漏和该改进的地方，提出了建议，为本书增色许多.继 
过去在代数数论教材编审小组的长期共事，这次与责任编辑张小萍同志的再 
度合作，特别使我感到愉快。感谢石生明同志和张小萍同志，是在他俩的建议 
下，我在最后时刻写出了编码这一节.在近世代数教科书中介绍一点编码—— 
代数学的一个最直接而重要的应用，是自然的和必要的.读者会喜欢它的， 

本书荣幸地得到北京师范大学、四川大学、厦门大学三校教务处，天元基 
金委，教育部“面向21世纪教学内容和课程体系改革”项目以及普通高等教育 
“九五”国家重点教材项目的资助，在此作者表示衷心的感谢. 

限于作者水平，书中定有许多不妥的地方，敬请读者指正. 


刘绍学 

1998年12月于北京师大 
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第一章对称与群 


抽象代数是以群、环、域、模为主要研究对象的学科.本章将引进群（带有 
一个二元运算的集合）的概念，并特别强调群这一概念出现的背景.学习完本 
章后，我们期望读者能对“对称即群”有一个初步但明确的理解. 

§1平面的运动群 

我们来探讨平面上有限图形的对称问题.人们都会说圆比正方形更对称 
些，正六边形比正三角形更显得对称一些.如果问 正三角 形和正方形谁更对称 
一些，该怎么回答呢？ 

看来要把图形的对称这个直观概念说得确切一些，也就要给它一个定义， 
一个反映客观实际，能为大家接受的定义. 

有某种对称的图形，就是经过某些运动后仍能回到自身的图形.例如，圆 
经过绕圆心的旋转以及绕过圆心的直线的翻摺都是回到自身，而正方形只能 

绕其中心旋转或绕其对角线或对边中点连线所作的翻摺才能回到 

自身，也许这就是圆比正方形更对称一些的解释.用使图形回到自身的所有运 
动来刻画这一图形的对称应该是自然的，也符合我们对对称的直观感觉. 

在这里我们回忆一下平面及其运动的概念. 

用朴素平面几何的说法，可把平面想象为可向各方无限延伸的黑板面，我 
们还有平面上的点及两点距离的概念.用解析几何的说法，平面就是集合 R 2 
=丨（1，30|*3：，：^6印，其中 R 是实数域，以及点 A = ( a t , a 2 ), B =、 b '， b 2 ) 之 

间的距离= V(a 1 -6 1 ) 2 + (a 2 -6 2 ) 2 . (用线性代数的语言，平面也就 
是二维欧氏空间 .） 今后我们把关于平面 P 的这两种刻画 —— 几何直观的刻 
画和代数语言的刻画——等同起来. 

定义 1.1 M 是任意一个非空集合， M 的变换是指 M 到自身的一个对 
应 . M 的——变换是指 iVf 到自身上的——对应. 

定义 1.2 (几何的定义）平面 P 的一个运动是指平面 P 的一个保距变 
换.亦即若0是平面 P (点集）的一个变换，且对 P 上任意点 A 和点 B ， HA 、 
和 今⑻ 的距离等于 A 和 B 的距离，则称0为平面 P 的一个运动.易见平面 
P 的运动是 P 的 ■对应. 
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由线性代数中欧氏空间的理论，我们有下面 

定理 L 3 a (代数的形式）平面辦的一个运动，是且仅是鈐中具有下 
面形式的变换 

彡： B 2 -^ R 2 

(x ， _y) 1 ,y) , 



其中 O 是2 x 2正交矩阵 ， A = ( fll ， fl 2 ) T 是一个取定的向量. 

利用平面几何的方法，或把平面几何和上述定理结合起来，可以证明下面 
著名的结果. 

定理 1.3 b (几何的形式， M.Chasles (1793—1880)) 平面的运动有且 
只有下列 三种： 

a ) 沿任一给定向量的 平移； 

b ) 以任意点为中心的 旋转； 

c ) 绕某一直线作翻摺后再沿该直线上的一个向量作一平移（包括作纯 
翻摺的情况）. 

我们还知道，在定理 1.3 a 中当 A = (0,0) T 而 det 丨 Ol = 1时，运动多就 
是绕原点的 旋转； 而当 A = (0,0厂且 detlOl = -1 时，4就是以某一过原点 
的直线为轴的 翻摺； 而 O = £ (单位矩阵)时，4就是沿向童 A = ( ai ，<2 2 ) T 的 
平移. 

对我们来说非常重要的是，两个变换是可以相乘的，这就是 

定义 1.4 M 是一个非空集合， 4 和0是 M 的两个变换.规定 M 到自身 
的映射 〆 幻=对任意 M ) ，则易知户是艏的变换.我们定义 
户是变换4和变换0的乘积，记作 P = 4。心注意到 M 的两个一一变换的乘 
积仍是一个 一一 变换，我们特把 M 的 一一 变换全体记作 T ( M )， 并把映射 

。： T ( M ) x T ( M ) — ^ T ( M ) 

(多，爹） 1 — ，令1 


称为 T ( M ) 的一个乘法. 

我们知道，变换的乘法适合结合律，即 d 屮 、。 d = 多。。 0). 

我们还知道恒等变换 J (即把 M 的每一元素: r 对应到本身的变换）是 
M 的 一一 变换， M 的 一一 变换4的逆变换 t 1 是 M 的 一一 变换，以及4。參- 1 
=^ 1 o ^是恒等变换 J . 

定义 1.5 M 是一个非空集合，： r(M) 是 M 的所有 一一 变换的全体.我 










们把 T ( M ) 以及变换的乘法放在一起来考察，记作（丁 （ M )， 。）（这里。表示 
变换的乘法），并称之为 M 的变换群. 

这里再强调一下，我们并不是把集 T ( M ) 叫作变换群，而是把带有乘法 
运算的（了 ( M )， 。）叫作变换群.代数学的特点是研究带有运算的集合.对于 
一个集合，只有在其中引人运算后，才是代数学研究的对象. 

把上面提到的已知事实总结一下便有下面的 
命题 1.6 变换群（了 ( M )， 。）具有下列 性质： 


G 1) 对任意必，必 e T ( M )， 有多。0 6 T ( M ) ; 

G 2) 对任意 令， ip，d e T ( M )， 有（今。 < p) 。 d = 今。 （屮。 d ) 
G 3) 存在/ € T ( M ) 使得对任意多 6 T ( M ), 有1 。 令= 4 
G 4) 对任意多6 了 （ M ), 存在多 1 ^ T ( M)， 使得多。多 


• . 


现在我们从一般集 M 及其 


变换回到平面 R 2 及其运动上来. 


用 M ( R 2 ) 表示平面 R 2 的所有运动，运动只不过是特殊（保距）的 一一 变 


换，即有 M ( R 2 ) c TOR 2 ), 后者是 R 2 的所有 


变换的全体.很容易证明 


平面的两个运动(保距变换）的乘积仍是一个运动，一个运动#的逆变换< 
仍是一个运动，当然恒等变换是一个保距变换.这样我们就得到 


命题 1.7 M ( n 2 ) 对于变换的乘法具有下列 性质： 

G 1) 对任意 ♦，屮 e MCR 2 ), 有♦。伞6 MCR 2 ) ; 
G 2) 此时当然对任意6 MCR 2 ), 有 U > 。 


o 


(ip ° 6) 


G 3) 恒等变换 J G M ( H 2 ). 此时当然对任意 4 6 T ( M ), 有 J 


G 4) 对任意0 € M ( R 2 ), 也有 r 1 G M ( R 2 ), 此时当然也有 ♦。今 1 = 
彡 — 1 。 多 = J • □ 

很自然地，我们该有下面的 

定义 1.8 称 （ M ( IR 2 ), 。）为平面 IR 2 的运动群，这里。表示运动的乘法 
(也就是变换的乘法）. 

现在来考察使平面图形 iC 仍回到自身的平面运动的全体，把它记作 
S ( K ). 我们知道，平面图形 K 也就是平面 R 2 上一些点的集合，即 KQIR 2 , 
且 K 中任意两点间有 距离； 而使 K 保持不变的运动也就是使 KK ) = K 的 
运动參 （这里 令 ( K ) 二 e K \ ). 

定义 1.9 我们把 S ( K ) 称作平面图形 K 的对称. 

这样，我们就把图形 K 的直观对称的概念用精确的数学语言——集合 


S ( K ) 来 刻画： K 的对称就是集合 S ( K ). 我们当然无法“证明”，这个 S ( K ) 
就是你心目中的对称， S ( K ) 只是我们心目中直观对称概念的一个数学模 
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型.然而从实践上来看，这个数学模型是可接受的，是好的.读者容易证明下面 

命题 1.10 ( S ( K ), 。:) 满足上面命题中的 Gl )- G 4) 这四个条件 .□ 

定义 1.11 我们称 ( S ( K ), 0为平面图形 K 的对称群. 

例 1正方形的对称群是由下列平面运动组 成：恒 等运动，绕其中心转 
90 M 80 tf ,270° 的旋转，以及关于它的两条对角线，两条对边中点连线所作的 
翻摺.一共8个运动. 

很容易验证这8个运动，使正方形仍回到自身上去.另一方面利用 
Chasles 定理可得其它的平面运动都不使该正方形回到自身，故得上述结果. 

由于图形的对称性可由对称群这一代数对象来刻画，下一步我们就可用 
代数方法去研究图形的对称，这有点儿像笛卡尔坐标系把几何图形和方程式 
联系起来后，我们在解析几何中可用代数方法研究几何一样.不同的是在解析 
几何中我们用的是多项式，而这一次是用“群”了. 

关于图形，以至晶体的对称群的研究请看相应的参考书. 


练习 


1.设_是平面 R 2 的一个运动，其代数形式为 


♦ R 2 —- n 2 

(^ 9 y ) ' 一*^^ ( x '， y )， 


满足 




，其中0是 R 上〜个 2X2 正交矩阵.证明 ：如果 det lo 


1,那么 


存在一条直线使得运动6是关于直线/的对称变换，即对任意 A = ( x ， y ) £ ㈣ ，有 
HA ) = ( x \ y ) € R 2 是 A 的关于直线 / 的对称点，从而 # 是绕 / 的翻摺， 

2 •设 M 是一个非空集合. 证明： 变换群满足结合律，即命题〗.6中的 


G2). 

3,设 K 是正六边形.写出 K 的对称群 S ( K ). 


§2数域的对称 


先回忆一下在高等代数中学过的数域的概念. 

我们假定复数以及其加法、减法、乘法是大家都熟悉的.令0表示复数全 
体. 

定义 2 . 1称 ◎ 的一个含有0和1的子集 F 为一个数环，如果 F 满足下 
列条件 

FI ) F 关于数的加法、减法和乘法是封闭的，即若 a ，6 € F ， 则《十6, 
a - b，a , b 都在 F 中； 

如果除 F 1) 外 F 还满足 


F 2) 若 0 关 a 6 F 则 a 的逆元 a — 1 也在 F 中， 

则称 F 为一个数域. 

显然，全体非负整数不是数环，而全体整数是数环但不是数域，全体有理 
数、全体实数都是数域. 

例1 F = U + 6々 U A 是有理数丨是数域. 

平面图形是一个几何结构，即是把一个点集 M 连同此点集 M 中任意两 
点间有距离作为一个整体来考虑，而其对称群就是 M 的保持其任两点间距离 
的变换的全体，这些保持 M 的几何结构（即距离）的变换的全体，就刻画了几 
何结构的对称. 

完全类似地，数域 F 是一个代数结构，即是把一个数集 F 连同此数集 F 
中加、减、乘的运算作为一个整体一起来考虑.数域 F 的对称也同样地可用 F 
的保持代数结构（即运算）的变换的全体来刻画，虽然它不像图形对称那样直 
观，但它是客观存在的.这样我们有下面的 
定义 2.2 数域 F 的自同构4是指 

a ) ♦ 是集合 _ F 到 F 上的 一 •个一 * 一■对应（即 _ F 的-'变换）； 

b ) 对所有 x，_y 6 F 有：+ _ y ) = i >( jc ) + < f > ( y ),^ > ( xy ) = 

在定义中我们没有要求自同构保持 F 中的减法运算和取逆，这是因为它 
们是保持加法和乘法的 推论： 

命題 2.3 设0是数域 F 的自同构，则有 

1) 多⑻= 0,^(1) = 1 ； 

2) 对任意 x ,)6 F ， 有 ♦(- Jo ) = ~ ^( jc ) , j>{x ~ y ) - Hoc ) - ^( y ); 

3) 对任意 0# i G F ， 有 f 1 6 F , 使 ^(x l ) = < Kx )_ l , 

证明 1) 依定义 2.2 中 b ), 有 #(0)= 以 0 + 0) = 5 K 0) + 4(0), 从两侧 

消去 ^(0) 便得 5 KO ) = 0. 同样方法可证 ^(1) = 1. 

2) 依 1) 及定义 2.2 中 b ), 有0= ^(0) = ^(x + (- x )) = 4>{ jc ) + 

必（- jr )， 故#(— x ) =- ^( x ). 随 之也有 

♦(工 - y ) = + (- y )) - i >( x ) + ^( - y ) 

= < Hx ) + ( - i >( y )) - Hx ) - ^( y ). 

3) 用同样方法可证. □ 

和§ 1中两个保持几何结构的运动的乘积仍是保持该几何结构的运动完 
全类似的，我们有 
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命题 2. 4设是数域 F 的两个自同构，则 f 1 ， 秘也都是数域 F 的自 
同构. 

证明由于数域 F 的自同构首先是集 F 的变换，故 *_'，飾 的意义是清 
楚的，它们都是集 F 的变换. 

先证#是自同构.任取: F , 则依变换乘积的定义有 




< k(ip(x)ip(y)) 




( 以 ）（ x) • (^ip)(y) 


类似地可证綷保持加法. 


再证是自同构•任取 x ，3； 6 F . 由于4是 F 到 F 上的 


有/，: y'G F 使得 
r x ( y ). 这样就有 


♦(工1 ，y 


《（/).此时当然也有 


对应，故必 

(I) ，y = 




^(Hx)Uy)) 




y 


-i 




类似地可证 r 1 保持加法. □ 

从以上命题，我们便有 

定理 2. 5令 Aut ( F ) 表示数域 F 的所有自同构的全体，令。表示变换的 
乘法，则 ( Aut ( F ), 。:) 具有下列性质 

G 1) 对任意 ♦，屮6 Aut ( F ) ,有於 0 0 6 Aut ( F ) ； 


G 2) 对任意 6 Aut ( F ) ，有 {♦ 0 ( p ) 。❹ 




♦ 。 （tp 。 d) 


存在 




0 


G 4) 对任意> e Aut ( F ), 存在 # — 1 6 Aut ( F ) 使得多 


-1 


0 


易见上面 G 3) 中的 J 就是 F 的恒等 变换: 对任意 : r G F ， 有 I ( x ) = X . 
称之为恒等自同构. □ 

定义 2.6 我们称 （ Aut ( F )， 。）为数域 F 的自同构群. 

这里我们再作一次类比 :数域 F 的自同构群相当于图形 K 的对称群，后 


者刻画了图形 K 的对称，前者则刻画了数域的“对称” 
域上的一个类比概念. 

例2有理数域 Q 的自同构群只有一个元素一 


它是图形对称在数 


恒等自同构 


这是因为，任取 Q 的一个自同构 h 由 令 
5^(1) + #(1) = 2,一般对任意正整数 n 有奴 


n^(U 


♦( 


H 




-1 


1) = 1 得 ^(2)= 
)=n , 随之 《（- 
. 故对任意整数 


多 (1 + I } 
0 = _ 今{ 


我们有 




♦ (m )j>(l/n) 


l/n 


/n . 即必 


/. □ 


从上面证明中，可知对任意数域 F (它当然包含所有有理数）的自同构多 


必有 v：r ea , h 
例3令只= 


(41) 


b ^ JlA 9 a 9 beQ \, 易验证 F 是一个数域. 


§2 数域的对称 


今考察 F 的自同构群.任取 F 的自同构 t 注意到 ) fa ^ Q ^( a ) = 

Ha + b ^/2) = Ha ) + Hb ) H 42) = a + d _ H 4 i ). 这样只要 A 在多下的 
象 iKW) 定了，则 0 也就完全确定了. 4是自同构，是保持运算的，故力所适 
合的有理系数代数关系式， H 42) 也应该适合,特别乃是 a: 2 - 2二0的根，即 
(W ) 2 -2 = 0,故由 


0 


多⑹ 


mf2) 2 - 2) 




條) 


2 


2 


也知 ^(42 ) 是 X 2 - 2 = 0的根_因而 5^(72) 的可能值最多只有两个 ：乃和 

-^2. 直接验证 

/; 


a 


F 

+ b V2 


F 


♦ F 


♦ 


a + b 42 ,, 


a 


+ b 42 


斧 


a 


F 

一 b 4 i 


确是数域 F 的自同构.这样， F 的自同构群是 U，M, 其乘法是 n 




I 


彡，# 


，或可写成如下的乘法表 


例4 令 E : Q (4 l ， G ) 


b^/2 + c43 + d424^ a 9 b 9 d G Q } 


易验证 £ 是一个数域.和例 3 完全类似，如果多是 £ 的自同构，则4完全由 
參(乃）和^(/3)确定，而 ^(42) 的可能值只有 W 和 -w, HfA 的可能值只 
有乃和 - V5. 直接验证，可知下列变换都是数域£的自 同构： 


I 


h 


12 


a + b ^2 + c V3 + d V2 V3 
a + b ^2 + c V3 + d 42 ^3 
a + b ^2 + c a/3 + d 42 a/3 
a + b ^2 + c V^3 + d 42 a/3 










a + b 42 + c V3 + d v^2 %[3 
a — b V2 + c V3 ~ d ^2 V3 

a + b4l - c73 - 

a ^ b ^2 — c ^3 + d V2 V3 


这样， £： 的自同构群是其乘法表为 


^ ^ ^ / 


2 


o 


2 

t0 - 


1 

—9 


/ 


2 


2 
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表中 ： r -行 y -列交叉处的元素等于: r 。 3 N 例如 *'。令 2 = 么 2 等等常 
称这样的表为 Cayiey 表，以示人们对为群论作出贡献的 A . Cayley (英国数学 
家， 1821—1895) 的敬意. 

给两个数域 F 和£，如果有 F ^ E , 我们称厂是£:的子域，而称 E 为 F 
的扩域. 

对给定的两个数域 F 和£：， £. 令 

Aut ( E : F ) = ^ 6 Aut ( E ) V x 6 F , ) = x ) , 

即它的元素是那些使得 F 中元素不动的，数域£:的自同构. 

命题 2.7 ( Aut (£ : F ), 0 ) 满足定理 2.5 中的性质 Gl )— G 4) •口 

定义 2.8 我们称 ( Aut ( E ： F ), 0 为数域 E 在 F 上的对称群. 

当然，一般说 Am (£: F ) 是 Aut (£) 的一个真子集，它不再刻画数域£的 
对称，它刻画的是数域£：的保持 F 中元素不动的那种对称性.我们将在下一 
节中看到这种对称性的意义. 

取上面例3中的 F = Q ( W )， 例4中的£ = Q ( V 2, V 3), 则我们有 
FQ E . 关于这些数域，有下面结果. 

例5 Aut ( E ： Q ) = Aut ( E ) = | /, * ^ 12 1 - 

例 6 Aut(E : F ) = I /, ^2 f • 这是因为自同构 ♦! ， 令 i2 使 F 中的有些数不 
对应本身. 



我们都熟悉《个变元 XhA , …，&的《元多项式.今把以数域 F 中的数 
作系数的《元多项式的全体记作 ， J ：2, …， ： r „] (或简记作 F [ X ] ) ，每一 
n 元多项式可以唯一地表示为不同类单项式的有限线 性和： 


§3 多顶式的对称 


f(x lf x 2 r'^x n ) = … x n a - , 


其中 


(a !， a 2 ， …， a„ ) ，七 G Z + U 10} ，而 


a 


e F. 


令 M 


i 工 i 


^2 


用心表示集合 M 的变换群(见 §1). S „ 常称 


作 n 元 对称群 . S。 中的元素就是 i 
只记下标，这时的置换可记作 


I '2 


I的一个置换，略去字母X而 


X = 



? 


之2 



其中（“，/ 2 ,…， 4) 是1，2,…， n 的一个排列，而 I ( j ) = 

现在我们利用变换群 S „ 中的元素2去定义集合 F [ X ] 到 F [ X ] 的一个 

映射 


hi F[X] —- FIX] 


/(: ri，jr 2 , …， x„) • -^ f ( x i ，…，)， 

I 2 it 

其中 f { x t 9 Xi ，…， a ) 是在多项式 /( A，i2 ，…， A ) 中将 A 换成, ：r 2 换 

i 2 n 1 

成： r, ，…后所得到的多项式. 

2 

不难证明这是集 F[X ] 的一个变换.这实际上就是把其子集 Ui ，^， 
…，的一个变换2用一种“自然方式”扩大成为整个集合 Ftx ] 的一个变 
换 h. 

令： T „ = It I 2 G S „|. T „ 是 F [ X] 的一些 （n ! 个)变换组成的集合. 
注意到(请读者证明一下） 

h 。 伞 9 = (^)" 1 = 

我们有 


命题 3.1 ( T„, 。）满足性质 Gl)—G4), 称之为 F [ X ] 的置换群. 

如果把 n 元多项式和平面图形类比，把 F[X] 和平面类比，则 F[X] 的 
置换群相当于平面的运动群. 


定义3,2令 /( a ， j ：2 ，…， A ) 是一个 n 兀多项式，令 


S /= |^6 T n |^(/) = /(. 

命題3,3 (S/, 。〉满足性质 G1) — G 4) •称之为 n 元多项式 /(h ，^ 2 ， 

… ， .r„ ) 的对称群. 

例1 F [ x } , a ：2 , J ：3 * ^ 4 ] 中的多项式/ = ^ 1^2 + ^3*^4 的对称群 


S / 


♦Z 2 




2 3 


2 4 
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定义 3.4 ，…， x „] 中的一个 n 兀多项式/叫做对称多项式， 

如果 S f = T „， 即其对称群是整个置换群 T „. 

这就是我们熟悉的对称多项式的定义. 

上面是从形式上考虑多元多项式的对称性，下面我们考察一元多项式的 
根的对称性，这可以看作是从“内容”的角度考虑一元多项式的对称性. 

设 F 是一取定的数域， F [ x ] 表亦系数在 F 中的一元多项式的全体.我 


们熟悉 F [ x ] 中一元多项式之间的加法、减法和乘法运算.任取 Fix ) 中的一 
个首项系数为1的 n 次多项式 / U )， 则根据代数基本定理知 f { x ) 在复数域 
◎有《个根，记作 ai ， a 2 ，…，~ ; 其中可能有相同者，但我们把它们用不同的 
符号表示.这时我们当然有 


/(JT) = (x - a { )(x - 0 ； 2)…（: r — a n ). 

我们把这 些根七 和系数域 f 放在一起，并设法在 o 中找到一个包含和 
F 的尽可能小的（因为现在我们只对这些根和 F 感兴趣）的数域.由于数域 
对加、减、乘、除(除数不为 0) 是封闭的,故这个数域必包含下面数集 


E 


…， o 

h(a x ，心 ，…， ) 


gfh 6 Fixi f J0 2 r^^ n 


& A (a! ， o: 2 ， … ， cr„) / 0 


另一方面，数集 £： 中任意两个数，它们经过加、减、乘、除（除数不为 0) 后 
仍然具有 g ( 〜，力， …， 《■„)/△ (〜，以，•••，％)的形式，故仍在£中.例如，把 

， a 2 , …，简记作 g ( a ) 时，我们有 


gl(a) giia) _ gi(a)h 2 (a) + h 1 (q)g 2 (a) 一 g^(a) 

h { (a) h 2 (a) hi(a)h 2 (a) h^(a) f 

1 

其中 &3( a ) = gi ( a )/ i 2 ( a ) + h l (a) g 2 ( a ) ,h 3 (a) = h l (a)h 2 (a) ，故 E 中两 
元素之和仍在 £ 中.同样地可证其他情形. 

这样数域£：是包含 F 和诸 ^ 的最小数域•我们常称£为把诸根^添加到 
F 上得到的数域，也称£为多项式 /(： r ) (€ F [: r ]) 在数域 F 上的分裂域，因 
为当把 /( x ) 看作 E [ x ] 中多项式时，有 

fix ) = (x - ai)(x - a 2 )* ,, (x - a n ), 

即/(:^在^:卜]中完全分解为一次多项式的乘积.下面常把£记作£ = 

F ( a ] , a 2 , *•* * a „ ) • 

定义 3.5 F ,/, E 的意义如上.称 （ Aut (£: F )， 。）为 F 上一元多项式/ 
的根的对称群，也称之为 _ F 上 一 兀多项式/'的 Galois 群. 




§3 多顶式的对称 


•11 


我们可以认定 ( Aut ( f ：： F ), o ) 是刻画 /( x ) 的根的对称性的.多项式的 
根的对称性不像图形的对称性那样直观，那样具体，然而如果你仔细体会一下 
上面的讨论，诸如 ：根是 一些数，它们之间有代数结构，也就是有运算 关系； 和 
考虑多项式的形式上对称不同，必须考虑根之间的代数关系；£：这个数域概 
括了根之间的全部代数关系，……那么，你就能体会到， Am (£ : F ) 的确刻画 
了根集的对称.这是法国天才数学家 E . Galois (1811—1832) 在1828年他17 
岁时，讨论五次方程的代数解法时总结而提出的想法.在此基础上发展的 
Galois 理论，不但彻底解决五次方程不能用根式解的古典问题，更重要的是创 
立了群论，开辟了代数学的新纪元.我们将在第四章介绍域的 Gabis 理论. 

从上面几节可看到对称和群的密切关系.这里所谈的对称，概括起来说就 
是 ：当我 们考虑的对象 A 是一个带有若干关系的集合 M (数学中的对象大致 
都具有这种形式）时，我们就把所有保持这些关系不变的，集 M 的 一一 变换的 
全体所构成的群看作是这个对象 A 的对称.这就是我们前面所用的，非数学 
术语“对称即群”的内容与含义.当然事物都在发展中，近来在物理学中讨论更 
广泛意义的对称性，并用不同于群的数学工具（如 Kac - Moody 代数）去刻画 
它，则是完全自然的而有益的. 


练习 


1. 求 Q [: Cl ， X 2,： C 3] 中多项式/ = A 2 + + X 2 X % + xj 的对称群 Sy , 

2. 设 F 是数域，在 F [ x lf x 2 , x 3 ] 中的所有含有项 xj 3 x 2 的对称多项式中，写出项数 

最少的那个对称多项式. ' 

3. 设 / U ， jy ) 是 R [ x ， y ] 中对称多项式.证 明： 在平面 R 2 中，由方程 f ( x , y ) = 0确定 
的图形 K 关于直线= 0是对称的. 

4. 证明：/ =工 2 -2在0上的分裂域是 E — \a + b-Jl \ a ,b €• Q f - 




第二章群 


本章介绍群这个抽象代数中最重要的基本概念并作一些基本的讨论.特 
别提醒读者注意接受和习惯这里的集合论语言和公理化的方法，逐步学会在 
一 个用一组公理定义的对象上推导和思考一些问题，学会把这些抽象对象和 
具体例子区分开，同时又会把有关抽象对象的结果应用到具体例子上以洞察 
后者的脉络，还会从具体例子中得到启示或抓住它们的共同点以定义抽象对 
象并研究它们. 

§1群 

前面的变换群、运动群、图形的对称群、多项式的 Galois 群都是具有一个 
运算的集合，而其中的运算满足我们熟悉的 G 1)_ G 4) 诸性质，因而用集合论 
的语言把它们归纳和概括成一个抽象群的定义，就不是困难的事了.历史上也 
正是这样 :先是 E . Galois 于1829引入置换群， C . Jordan 于1867引入运动群， 
之后 A . Cayley 于1854及1878,以及 W . van Dyck 于1882给出抽象群的概 
念. 

定义 1.1 M 是个非空集合，称 M x M 到 M (不必到上）的一个映射多 
为集 M 的一个二元运算. 

常把 Ud ) 在4的象记成常取#为“ • ”，这样 r 和就变成 : r • y ， 
常称之为 * r 和 3 ;的乘积，这样就和我们通常习惯的符号一致起来了. 

类似地，可以定义3元运算， n 元运算以及一元运算.也可以定义集合 M 
和集合 N 到集合 P 的运算彡，那就是 M x N 到 P 的一个映射. 

例如:变换的合成(乘法）是集合 T ( M ) 的一个二元运算 •，在 我们熟悉的 
数域 F 上向量空间 V 的定义中，数乘运算 a • € F , a : € V 是集 F 和集 

V 到集 V 的一个运算. 

定义 1.2 设■是集 S 的一个二元运算.称 （ S ，•） 为一个半群，如果这个 
运算满足下列 公理： 

G 1) 对任意 a，6 6 S ， 有 a • b 6 S ; 

G2 ) 对任意 a ， 6，c 6 S ， 有 （a • b ) . c = a . (b • c ). 

定义 1.3 设 • 是集合 G 的一个二元运算（我们常称作乘法）.称 （ G ，•） 
为一个群,如果这个运算满足下列诸 公理： 


§1 群 
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G 1) 对任意 有 

G 2) 对任意 <2,6 ，c G G ， 有 （a • 6〉 • c = a • (6 • c ); 

G 3) 存在 e e G 使得对任意 a GG ， 有 e.a = a.e = «; 

G 4) 对任意 a G G ， 存在 一 '兀素 G ， 使 a • b = b • a — e \ 

如果还满足 

G 5) 对任意 G ， 有 a . 6 = 6 .a ; 

则称 （ G ，•） 为交换群或 Abel 群. 

如果群 G 只有有限个元素，称之为有限群，其元素个数称之为群 G 的 
阶，记为 I G I . 除了第一章中看到的变换群、运动群、对称群、 Galois 群等都是 
群外，我们还可以从数、多项式、矩阵或有限维向量空间的线性变换等这些丰 
富的数学对象中，很容易举出下列例子来. 

(全体整数集2,数的加法），（非零实数，数的乘法）都是由数及数的运算 
组成的群的 例子； 

( Q 中次数 < 5的多项式全体，多项式的加法）是群. 

以上这些群都是交换群. 

(0上《阶非退化矩阵的全体 GL „( Q )， 矩阵的乘法 ），（ ㈣ 上《阶正交矩 
阵的全体0„，矩阵的乘法 ），（2 上行列式为1的 n 阶矩阵的全体，矩阵的乘 
法）都是由矩阵及矩阵的运算组成的群的例子. 

这些矩阵群不是交换群. 

由线性变换及其合成运算组成的群的例子，我们有 

( Q 上 n 维线性向量空间的非退化线性变换的全体，线性变换的合成 
运算)是一个群.仿照第一章§ 2中数域的对称群的说法,它就是 Q 上线性空 
间这个代数结构的“对称群”. 

( R 上 n 维欧氏线性空间的正交线性变换的全体，线性变换的合成运 
算)是一个群，这里正交线性变换彡是既保持线性空间的代数结构（运算），又 
保持内积，即 i ^ xjy ) = ( x f y ) 的变换.这个群可看作是欧氏线性空间 V n ， 
即线性空间加上一个正定内积这个代数结构的“对称群”. 

现在来研究一下群的几条公理 . G 1) 是多余的，因为既已知.是集 G 的一 
个运算，当然任二元素的运算结果仍在 G 中.放在这里只是再强调一下 G 关 
于 • 是封闭的.虽是多余，但实用上验证某个具体集合关于某个具体运算是否 
作成一个群，记住 G 1) 是必要的 . G 2) 是运算的结合律.用一下数学归纳法可 
证明，任意《个元素连乘时无论怎样加括号其运算结果总是相同的 . G 3) 是说 
在 G 中存在一个元素 e 具有那里的性质，但没有说它是否是唯一的. 

命题 1.4 群 （ G ，*) 中存在唯一的元素 e , 有 性质: 对任意 a G G ， 有 m 


ae 
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证明 依 G 3), G 中至少有一个这样的元素.如果有两个元素都有 
这样的性质，那么 e = ee ， = 〆 ， 即它们相等. □ 

我们称这个唯一的元素〃为 G 的恒等元. 

同样，我们有 

命題 1.5 群 （ G , •) 中对任意给定 a G G , 存在唯一•的元素 6 ,使得 

a • b = b • a = e 、 



证明 


存在性由 G 4) 保证.若有两个元素 b . b ， 使得 



6 * a • 6" = ( 6 • a) * 6 = e • 6" = 6, 

6 • a * 6 = 6 • ( a • b ) — b m e = 6, 

故有 6 = 6 . □ 

我们把这个唯一元素 6 称为 a 的逆元，并记作 a — 1 (这只是一个符号，其 
意义是 a • a _1 = a — 1 • a = e ). 我们有 { ab 、 -1 = 6 _1 a _1 , 这是因为 

( ab )( b~ l a _1 ) = e = ( b~ l a ~ l )( ab ). 

群 G 中每一元 a 都有 逆元厂 、这很重要.例如，利用它我们可有消 去律: 
在群 G 中，若有 ab = ac { 或 ba = ca )则必有 b = c . 证此，只需用 a — 1 左乘 
(或右乘)两侧即得. 


群的灵魂是群的运算.如果说集合是一盘散沙，則具有性质 G 2)， G 3), 

G 4) 的运算_就把集合 G 非常好地组织起来.谈论关于群的问題时，一定要突 
出这个运算，都要和这个运算和谱. 

在集合论中，两个等势的集合 M 和 JV (即 M 和 N 间有一个一一^对应）可 
以认为是“一样”的•在群论中，把两个群 ( G ， .) 和 （ H , X) 看成是“一样”的， 
如果只知道集 G 和集 JFf 之间有一个 一一 对戍令， 那是完全不够的，必须要问 
这个对应4和两个群的运算有什么关系.说得绝对一点，和运算没有关系的 
对应#不该是我们群论中讨论的 •下面 的定义刻蟲了什么时候两个群在群论 
中可以看成“一样”. 


定义 L 6 设 （ G ，•） 和 （ ff ， x ) 是两个群，#是集 G 到集 H 上的一个一 
一对应 .如果 对任意 a :， 3； € G 有 

• y ) = 多 （ X ) X i >{ y ) , 

则称#是群 （ G , •) 到 (H, X) 的一个同构对应.此时称群 （ G , •) 同构于群 
(仏\)，记作（6, 0~(H f X), 

请读者证明（作为练习），如果#是群 （ G ，•） 到群 （ ff ， X) 的一个同构对 



应，则逆映射 f 1 必是群 （ H ， x ) 到群 （ G ，•） 的一个同构对应，因而如果 
( G ，•) = ( H , X )，必也有 （ H ， x ) 兰 （ G ，•） ；另外，如果0是群（仏 X ) 到 
群 （ L ， 。）的一个同构对应，则映射的合成0。多是群 （ G , •) 到群 （ L ， 。）的 
一个同构对应，因而如果还有 （ H , x ) 兰 （ L , 。），必也有 （ G , *) 兰 （ L , 。）_ 
例 1.7 设 （ R ，+) 是全体实数关于数的加法作成的群，而 （1 R +，•） 是全 
体正实数关于数的乘法作成的群.令 

♦ R + -^ R 

x ' - lg J： , 


可以证明 > 是此两群的一个同构对应. 

利用这个同构对应可把数的乘法运算化归为数的加法运算. 

定义1_8称群 （ G ,.) 到自身的同构对应为群 （ G ，*) 的自同构对应，简 
称为自同构.群 （ G , •) 的自同构的全体记作 Aut ( G ). 

容易证明 （ Am ( G ), 变换的合成运算。）是一个群.和在第一章§2中关 
于数域 F 的自同构群 Aut ( F ) —样，可把这个群看作是群 （ G ，•） 这个代数结 
构的对称群，它刻画了群 （ G , •) 的对称性，因而对给定群 G 计算或研究 
( Aut ( G ), 。）这个群是群论中重要问题之一. 

定义 1.9 设 （ G ，•） 和 （ H ， x ) 是两个群，參是集 G 到 H 上的一个 一一 
对应，如果对任意 x ，^； € G 有 

- = ^(y) x ， 

则称 4 是群 （ G ，•） 到群 （ ff , x ) 的一个反同构对应•此时称群 （ G ，•） 反同 
构于群 （ H ， X )，记作 （ G ， x ). 

同样可以证 明：若 （ G , •) 兰- UH , x ), 则也有（仏 x ) fUG , •). 
彼此反同构的群,虽不能说它们完全“一样”，但基本上是一样的.掌握其 
中一个群的情况，则与之反同构的那个群的情况也就清楚了. 

这里我们顺便把一个符号问题交代一下.如果4是 M 到自身的一个映 
射 ， *r 6 M ， 是用卢 U ) 还是用 x 多来表示 i 在多下的象？只涉及一个多时， 
这当然没有区别，但当用到 M 到 M 的两个映射的乘积麯时，就有区别 
了： 


用卢 （ JC ) 时， =♦、屮、 X )、（先 0后彡）, 
而用 W 时， 2(#) = {9 t 令后屮） . 


例如令 M 




U ，2,3| 取 今 




^0(1) - ^(^(1)) =彡⑶=1， 


1(^) = (1 多）爹= 2^ = 2. 
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同一个以在两种不同表示法下表示不同的映射. 

我们再看一下下面的例子. 

例1取群 （ GL „( Q ), 矩阵乘法）及群 （ TrjV )， 线性变换的乘法），其 
中 V 是 Q 上；2维线性空间， ！>„( V )是 V 的非退化线性变换全体，取定 V 
的一 个基： 幻 1， , 而令 

e : GL n m —"- Tr „( V ) 

A —Ta ， 


其中 


T A ： 


V 


> V 


( a { 


) 


汐 l 


( a !,***, a n )A 






由线性代数知 0 是 GLJQ ) 到 Tr n ( V ) 上的 一一 对应 


a ) 把 x 在4下的象记作 #( x )， 此时有 


T a ( x ) 


T a 


u ! 


， a rt ) 


幻 1 


( a u -^ a n )A 


这样 


( T b T a )( x )= T b ( T a ( x )) = T b 


( a x 


=( q ，… , a n )AB 




» 


f 


而 Tab ( x ) 


(^，… ，〜） AB 




.故 


6( AB ) 


T 


t b t a 




^ a n )A 




HB ) • 0( A ). 


这就是说没是群 GL „( Q ) 到群 Tr n ( V ) 上的一个反同构对应. 
b ) 把: r 在#下的象记作此时有 


这样， 


^1 

^T a = (a!, …，〜 ）A : 





而 x T"ab 


^(T A T B ) 






. 故此时 


d ( AB ) = - T a T b = d ( A ) d ( B) i 


这就是说沒是群 GL〆 ©) 到群 Tr n ( V ) 上的一个同构对应. 

从上面的例子看到，对映射的象用不同的表示法对问题的讨论确有影响， 
然而影响又确实无关紧 要：只 是把同构对应变成反同构对应而已.因而今后为 
了方便(常是因为更偏爱“同构对应”的缘故而选用 ） 我们可以任选一种， 
只是注意，在同一个问题中只能固定采取一种. 


练习 

1.设（(？，•）是群.证明满足消去律，即对任意若 = 

或贝! J 6 = c . 

2•设 （ S ，•） 是半群■对 aeS ， 记 a.S = U.sUfSj 和 = \s • a \ a ^ S \ . 

1) 证明：如果对任意 aeS ， 有 a.S = S 和 S*a = S ， 那么 （ S ，0 是群. 

2) 证明 ：如果 （ S , •) 是有限半群（即 S 的元素个数有限）且满足消去律，那么对任 
意 “6 S ， 有 a - S = S _ S. a = S . 特别地， （ S ，•） 是群. 

3•设多是群 （ G , •) 到群（仏 x ) 的一个同构对应.证明逆映射尸是群 （ H , x ) 到群 
( G , •) 的同构对应. 

4.设（2, +) 是通常的整数加群.在2上定义一个新的运算 ㊉ 如下： 对任意 a ，6€ 2, 
规定 a ㊉ 6 = a + 6- l . 证明： 


1)(2,©) 是一个交换群 • 


2 ) <h ( Z , + ) - 


( 2 , ㊉) 


是群同构对应. 



§2 子群 


对于这个新的数学对象——群，应该如何入手，从哪几个方面去研究它， 
是读者急于想了解的事.我们曾经研究过其他代数对象，如数、多项式、矩阵 
等，但这些似乎和群的味道不太一样.当然，在群自然出现的那些地方，如图形 
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的对称群 、一 元多项式根的对称群 —— Galds 群，应该对群的进一步研究提出 
些问题来.概括些说，对群的研究可分为互相联系的两大 块：群 的结构和群的 

表^不. 

事物都有其结构，但如何研究例如社会的结构，或交响乐的结构，又是很 
难一下子说清的.群的结构也是这样.但有些问题是可以研究的 ，如： § 1末提 
到的研究群的对称性可看作是群的结构研究中的一个 问题； 对群进行分类，把 
属于某些特别群类中的群都清楚地给出来，这是群的结构的中心 问题； 给定一 
个群,尽可能多地了解群的运算是如何把它组织起来的，等等.群和集合比较 
起来就是多一个运算，所以群论的初步可以仿照集合论去讨论.只是记住关于 
群的一切讨论都要围绕这个运算进行. 


以下将群 （ G ，•） 简记为群 G . 其恒等元是^其运算 • 称作乘法，常将 
a • b 写成先看群 G 中的一个元素 a 和运算的联系，这当然首先是若干个 
a 相乘.记= e，a ― 1 是 a 的逆元.对任意正整数 n , 归纳地定义 〆 + 1 = 
ia n ) - a ma {n + x) = a "" - 这样对任意整数 m 都有了定义.和数的 
幂类似，用一下数学归纳法可 证得: 对任意 G Z , 有/ • = 〆 +'对 
于交换群我们常把其运算记成+，其恒等元记作 0. 这时 n 个 a 相加则记为 
na ， 此时相应的式子就变成 na + ma = (n + m)a . 

定义 2.1 设 a G G . 若有正整数 n ， 使得 〆 = e 而对任意小于 《 的正 

整数 e , 则称 a 的阶为 n ;否则，即对任意正整数《都有 e , 则 
规定 a 的阶为 oo . 

依定义， e 的阶是 1. 

群 G 的运算一般是不交换的，即 d 不一定等于因而群中与其它元 
素可交换的元素占据特殊的地位. 

定义2,2设 a G G . 若对任意 : r € G , 有仏 r = xa , 则称 a 为群 G 的 
中心元. 

容易证明，若 a 是中心元，则 a — 1 也是中 心元; 另外 e 是中心元. 

再看群 G 的子集 H 和运算的联系，为此自然要引入下面集合.对 G 的任 
意两个子集 H , K 规定： 


H - K 


j ： y\x^H,y^K\, 


H 


-l 


-i 


x e h}. 


如果说在集合论中对集合的子集都一视同仁，那么在群论中却不是这样， 
我们对那些与运算关系不好的子集不太喜欢，而由于运算的关系，对满足 


§2 子群 
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H . HC H , H _1 £ H 的子集 H 给以突出的地位. 

定义 2.3 设 H 是群 G 的非空子集.若有 

51 ) H • H , 即对任意 a j G H ， 有 6 H ; 

5 2) H 1 C H , 即对任意 a G H ， 有 a — 1 6 H ; 

我们则称 H 为群 G 的子群. 

一个群 G 至少有两个 子群： G 和 UU 称之为平凡子群.不同于 G 的子 
群，称为 G 的真子群. 

子群是非常重要的概念，群论中感兴趣的群的子集都是和子群密切联系 
的，或者简直就是由子群导出的那些子集.了解子群的情况，是了解群的结构 
的一个重要方面，一个具有很多子群的群，其结构也会复杂一些. 

命题 2.4 设 H 是 G 的子群，则 

1) G 的运算.也是 H 的运算，仍记作 •. 

2) ( H , •) 是一个群， e € 

证明 1) 由于 H 当然•是 H 的一个运算， 

2) 运算 * 在 G 中满足结合律，当然在 H 中也满足结合律，因此有 G 2). 
任取 a € H (因为 H 非空），则由 S 2 )j a — 1 € H ， 又由 S 1) 知 e € H •当然 
e 在 H 中也是恒等元，即得 G 3) .注意到 H — 1 C H ， 则 G 4) 也是成立的. □ 
这样，子群 H 就是在群 G 的运算下自身也是群的那些子集. 

子群的交和并还是子群吗？群 G 的两个子群的并一般不再是子 
群，例如取幻 G 印\ H 2 , h 2 € H 2 \ 则有 h l h 2 ^ Hi U H 2 . 这是因为 
若 / ii /12 = h e 1^， 则用/ if 1 从左乘 ； m / i 2 = A 的两侧，便得/ ^ = h { l h € 
H lt 而这是和 / i 2 的取法矛盾的.同样可证 h , h 2 ^ H 2 . 

命题 2.5 设 G J ( —个有限或无限的指标集），都是群 G 的子群， 

则只=也是群 G 的子群. 

/ 

证明 因为对任意/ 6 J , 有 e 6杖，故 H 不会是空集.任取 a ，6 6 H ， 则 
对任意纟€ J ， 有 G 杜.因为每个是子群，故 ab , a l 都在杖中，即 
ab t a - 1 € H . 故 H 是一个子群. □ 

任取群 G 中的一个子集 M , 我们问是否有一个包含 M 的最小子群 H ， 
即有 1) MC H ，2) 若 Mg fT 而^^也是子群，则有如果含 M 的 

最小子群 H 存在，则它必是唯一的，这是因为，若 H x , H 2 是含 M 的最小子 
群，由条件 2) 知，故有= H 2 . 它的存在性可由下面命 
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题得到. 

命题 2.6 M 是群 G 的子集，设汗，/ G /，是群 G 中含 M 的所有子群. 

则 H = flH ? 是含 M 的最小子群， 

r€ 1 

证明首先 G 是含 M 的子群，因而/不是空集.依上一命题 H 是子群， 
显然 H . 若 MG fT 且 ff 是子群，则 H ' 是 H , 中的某一个，故有 H 

= f)H r ^ H\D 

iei 

此命题只是肯定含 M 的最小子群 H 的存在性，然而不是构造性的，即对 
H 是由什么样的元素组成，没有什么了解.下面我们独立于命题 2. 6,从构造 
的观点，找出含 M 的最小子群 

如果 Af 是子群，即有 M • M , 显然此时 H = M . 如果 

M 是空集，显然 M 是含 M 的最小子群.如果 M 非空但不是子群，那么存在 
a ,6 € M , 使得 ab 每 从或^ — 1 冬 Af , 这时我们把这些元素都添加到 M 上 
去，即令 


H 


x l x 2 ,# - 


n 是自然数,；€ M U M _ M ， 


( 1 ) 


用话来说,这就是考虑由 M 的元素和从4的元素，以及由 M 及 AT 1 中取出 


个元素作乘积所得到的元素全体.容易证明 


HQ H 9 H~ l Q H , 


# 


即 H 是含 M 的子群•另一方面，若有子群 K 2 M , 则 KSAT 1 ，令 M ' 二 M 
U M 1 ， 即有 K 2 M ' 这样 K 必包含 AT • M \ 随之必包含 （AT . AT ) 
AT ，…，故知 K ： 2 即证得 H 是含 M 的最小子群. 

定义 2.7 1) 群 G 中含 M 的最小子群称为 JVf 在 G 中生成的子群，记作 

< M >. 


2) 设 H 是群 G 的一个子群.如果子集 MG H 且 〈 M > = H ， 则称 M 是 
子群 h 的一个生成元集. 

3) 特别，当 MG G 而 〈 M 〉 = G 时，称 M 生成群 G , 而 M 是群 G 的一 
个生成元集. 


在下一节中我们将进一步讨论生成元集. 


在本节的最后，我们再一次回到“对称”问题•如果把群 G 比作平面（这时 
该把运算比作距离），而把子群比作图形（为什么我们只把子群而不把子集比 


作图形呢？），则自然可以谈论子群的对称. 


命题 2.8 1) 群 G 的中心元的全体 C 是一个 子群; 称之为群的中心. 

2) 子群 C 在群 G 的任意自同构4下是不变的： C . 

证明 1) 是显然的，而 2) 可以很容易地证明如下 ：任取 c G C 和 x G G 




有 cx = xc ，随之 ^(c) • ^( x ) = ^(x) * #(c). 但由于 # 是 G 到 G 上的 一一 
对应，故 Hjc ) 可为 G 中任意元， SP 4(c) 可和 G 中任意元交换，故 i >( c ) € 
C.D 

这样，群的中心是一个“绝对对称”的子群. 

给了群 G， 一 般不太容易计算出群 Aut(G). 但我们却很容易找到它的 
一个子群. 

任取 a € G， 命 



直接验证可知 T a 是<^到 G 上的一个 一一 对应.由 

T a (joy) = a(jcy)a~ l = (ajca^ l )(aya~ X ) = T a (x) - T a (y), 

还知 I ； 保持运算，这样 T fl € Aut ( G ). 易见 I ； = /( 恒等自同构），当然我们 

还知道对中心 C 中的任意元 C , 有丁 c = I . 

令 Inn ( G ) = iTja € G 丨 ，则由 

( T a T b )( jc ) - T a ( T b ( x )) = T a ( bxb ~ l ) = a ( bxb ~ l ) a~ l 

= ( ab ) x { b ~ x a ~ l ) = ( ab ) x ( ab ) 1 = T a& ( x ), V x 6 G , 

知 T a T b = T ab . 由此又知 T fl T a -> = T a - iT a = !；，即（乃疒 1 = T ，， 故 
Inn ( G ) 关于乘法和取逆元是封闭的，即它是 Aut ( G ) 的一个子群. 

定义 2.9 1) 称 T a 为群 G 的内自同构对应，而称 Inn ( G ) 为群 G 的内 
自同 构群； 

2) 如果 G 的一个子群 H 在内自同构群 Inn ( G ) 的作用下不变，即指对任 
意 T a ，a € G ， 都有则称 H 为 G 的正规子群(或不变子群）. 


凡是重要的东西都会有一定的对称性，对称性好的东西也常会发挥一定 
好作用.正规子群，在 Aut ( G ) 的子群 Imi ( G ) 作用下不变，因而具有一定的对 
称性，可以期望它在所有子群中有一些特殊作用. 


由于群的运算有结合律,故对群 G 的三个子集而言，也有 （M • 
N). P = M • (N • P), 因而可把它们和元素的乘积一样简单地写成 
M • N • P 而不必加括号.注意到这一点，对 G 的正规子群 H 我们有 

V a e G, T a (H) = aHa" x Q H, 

包含号的两边从右侧用 a 去乘，得V a 6 G,aH^ Ha , 特别对 a 1 € G， 也 
有 £ ffo -1 ， 故 a(a- l H)a C aiHa-^a, BP Ha C aH . 这样便有 

V a € G, aH = Ha . (2) 
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(2) 并不是说， ff 中的元素 / i 和 a 相乘时可交换，即有 a/i = /^，而是说“集 
体”可交换，即对任一 h G H , 必有 h^H 使得 ah = h’a ， 也有 h f， G H 使 

得 = ah ”• (2) 也蕴含着 

VM^G, = (3) 

(3) 可以看作正规子群 H 的定义，即子群 H 是正规子群当且仅当 H 和 G 的任 
意子集 M 相乘时可交换.这样正规子群在 G 的所有子集中的地位有点类似 
中心元在 G 的所有元素中的地位. 

对于交换群来说，当然每一个元素都是中心元，每一子群都是正规子群. 


练习 

1 •设群 G 中元素 a 的阶为 n (< ㈤ ）.证明： 对任意正整数= e ，则 

2. 设是群 G 中的两个元.证明：以与 6a 有相同的阶. 

3. 设 H 和 K 是群 G 的两个子群. 证明： 

1) HJC 是 G 的子群当且仅当 HK = KH ； 

2) 当 H 是 G 的正规子群时， HK 是 G 的子群. 

4. 找出对称群 S 3 的所有子群和正规子群. 

5. 设 G 是群•证明 ：内自 同构群 Inn(G) 是自同构群 Aut(G) 的正规子群. 

§3生成元集，循环群 

研究一个对象可粗分为两种方 法：一 种方法是研究此对象的内部关系，另 
一种是把此对象放在与其它对象的相互联系中去研究.当我们对一个群“孤立 
地”去研究时，掌握这个群的一个好的生成元集常是非常有帮助的. 


现在给出一些具体群的生成元集. 

例1设 G 为平面的所有运动组成的群.在平面内取定一笛卡尔坐标系, 
这样在此平面上我们有一个特定点——原点，和一个特定直线 —— x -轴. 
在平面的运动中选取下列特定运动，并表以特定 符号： ~ : 沿向量 a 的 平移; 
Pe :绕 原点转(逆时针方向 ） 6角的 旋转 ； r :关于 -轴的翻摺.如果用坐标 

表示，记 Z = ( xi 9 X 2 ) T f 则有 





^2 + a 2 






cos 6 
sind 


- sind 
cosd 
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显然 t a ，’ r 只是一部分运动，例如绕其他点（非原点）的旋转和关于^ -轴 
的翻摺都不在其中.然而很容易证明 \ t a ( ya ). p e (\/ d ), r } 是群 G 的一个生 
成元集，这是因为任一运动£可写成 • 



其中2阶矩阵，记作 A ，是正交矩阵.由线性代数知 

cos 6 一 sin 汐\ ^ ^ .. . , 

.a a ，若 A 的行列式 lA | = 1, 

sina cos a / 




cos 6 
sind 


一 sin 沒 


cos 沒 


—1 


，若 Ul 



故 

t ( jc ) = 或 t ( x ) = t ^ rix ). (1) 

嚅 

回到非坐标形式，即有 r = t^eMt = t ，， 亦即任一运动都能表示成 t a ， Pe ， 
r 的乘积.这即证得 U a ( Va ),^( V ^), r } 是群 G 的一个生成元集. 

一般而言，用生成元去表示群中元素时，表示法不是唯一的.但在我们这 
个情形中 t 在 (1) 中的表示还是唯一的:若= tbp ^ y 则必有 a = b,Q = rj 
且永远不会写成 r 的形状. 

如果还能知道生成元之间的运算规则，则我们不仅可以用它们表示群中 
任一元素，还能利用这些规则去计算群中任意两个元素的乘积.无论是用平面 
几何方法或者线性代数方法，都容易验证（留给读者)下列 规则： 

tjb = t a ^bf P 9 pt } = r 2 = e (恒等运动） 

pet a - ^ape ^ 其中 〆 = pe ( a ). 
rt a = t a r y 其中 〆 = r ( a ). 

rpe = p-»r. 


以上是否是生成元间的所有关系，这是目前我们无法说清的.无论如何， 
在讲自由群时，我们将给出一个判断标准，由之可以知道，这些关系就是所有 
的或不是所有而有漏掉的. 


利用这些规则我们可将两个表成标准形式 （1) 的元素的乘积写成标准形 
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式 （1). 


例2找出《元对 称群足 的生成元集. 

首先明确一下，今后谈及群 S n 时，两个置换的乘积是自左向右的，例如 



n 


争_ • 




2 


5 



• • « 



我们称一个置换 7 T 是 i - 循环置换，或 i -轮换，如果 “7 T = 1 2 , — z 3 » 

…，/卜 j = i t ， i t n = f !且 f 7 C = i ,i $ Ui , 6 , …， d • 此时把 k 简记作 ： 7 C = 
GV 2 … =(〖2 “ … itil ), 这是因为在一个有方向轮换中，先后相邻位置 


是主要的，谁起头是无关紧要的.如果 U 
应的循环置换可交换，即 


丨，不相交，易见相 


(A …卜 ）（ Ji …人 ） = (Ji …兑… i t ) ^ 


取任一置换 TC ， 从 n 个数中任取一个数然后用 7 T 不断地去作用： “7 T 


22^2^ 


2 3 


…， 由于只有 / Z 个数，故总会有 
数^，这样得到一个在 IT 作用下的循环小组丨“， 


J 


2 2 ,… 


_即回到最初的那个 
“山再从此循环小组 
以外取一数久，如上去作，得在 TC 作用下的另一循环小组由于 

对应，故在前面循环小组中出现的数不会在后面 


兀是集丨1，…， nl 的一个 


的循环小组中再出现，亦即所有可能得到的这些循环小组之间两两不相交且 
其并集便是 U ， …， nh 此时易见， ir 可表为一些不相交的轮换的乘积，即 


7 r = ( i r i 2 h … 人）… （务 i 是 2 … K 、 ， 

至此，我们可以说，所有轮换组成 s „ 的一个生成元集. 

对轮换进一步分解，我们有 


(h h *** it) = (^1 *2)(^1 h) … （ “ 之）， 

即每一 £ -轮换可分解成2-轮换（特称之为对换）的乘积.这样所有对换 
(i € U ， …， n 丨，组成 S „ 的另一个生成元集 .（ 对于它，在定义行列 

式时似曾相识！）希望生成元集小是我们选生成元集的一个标准，因而这个生 
成元集比上一个好. 

进一步的计算（留给读者)可知 1(1 2),(2 3)，…， （ n -1 n )| 足够用 

了，它也是的 一 个生成元集.若令= (f i + 1 ) , ?' = 1，2 , …， n - 1,则 
简单计算可知它们之间有下列 关系： 

7^ 2 = T 2 2 =…= T n ^! 2 = e. 


( T . T - m ) 


3 





(n)2 = e ( i ^ k ~~ 2) , 

希望选定的生成元之间有尽可能完全、尽可能简单的关系是我们选生成元集 
的另一个标准. 
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从以后的讨论中你会看到，在一个有限群中找到一个真正规子群是一个 
很有益的事.现在我们对群作这件事. 

令所有以有理数作系数的变元 A ，…， h 的多项式全体为尸=◎[&，•*•， 
〜]. 利用 S „, 可如下定义 P 到 P 的一个映射(仍记作 It ): 对任意 /( Xi , 

…，€ P 规定 

f(x l , = /(J： llt ，…, JC„ K ) , (2) 

例如 r„)e = /( Ji ^ ，…， : r „ ) ， e 是 S „ 的恒等元. 

{ x\Xi + XiX 2^：3) (1 4 2 8 3) = X 4 Xg + . 

(2) 说明我们是把群 S „ 中的元素 Tt 从右侧作用到 P 中元素，这和 7 T 也是 
从右侧作用到 II,2, -,«} 上是相协调的.注意到这一点，就知 

(/(Xi ,… ， X„)TC)(J = /( 工1 , … ? X n )( na) y 6 S n . (3) 

令 


，（ x t ， … ， *r n ) = 11(4 — x I>l )(x i - x, +2 )“-(x; — x n ). 

i - ! 

显然对任意 € SnKjCi ，…， = KjCi ，…， A ) 或 , x n )a = 

-，…， a ). 若出现第一种情形，称 a 为偶置换，若是第二种情形，则称 a 

为奇置换.若 ACT 是偶置换，由 （3) 的左侧可知先用 7 t 作用 i 不变，再用 ( T 作用 
t 还是不变，而从 (3) 的右侧便得乘积7^作用 Z 后 Z 不变，故是偶置换，即 
偶置换之积仍是偶置换. 

令表示 S „ 中一切偶置换的全体.易知 A „ 是 S rt 的子群，并且还是正规 
子群.（证明！）称群 A „% n 元交代群. 

例3 找出群 A „ 的一个生成元集. 

由于对换是奇置换，故 A „ 中的元素必可表成偶数个对换的乘积.两个对 
换若含共同数，这时我们有，例如 （1 2)(1 3) = (1 2 3) ;若不含共同 
数，则有，例如 (1 2)(3 4) = (1 2)(2 3)(2 3)(1 4) = 

(1 2 3)(3 2 4) .即两个对换乘积永远可表示为二个3-轮换的乘积.随 
之任一偶置换均可表成3 -轮换的乘积 . 3 -轮换，作为两个对换的乘积，当然 
是偶置换.这样所有3-轮换 i ,) 组成 A „ 的一个生成元集. 

例4设 SLJQ ) 是有理数域 Q 上所有其行列式为1的《阶矩阵的全 
体.易见， SLJQ ) 关于矩阵的乘法作成一个群，称之为特殊线性群.现在来找 
它的一个生成元集. 


设 J 是 n 阶单位矩阵，而 a ) , /关_/是在 〖行 列交处为 a 而其余位置 
上为0的 n 阶矩阵.称形如 J 十 E 0 ( a ) 的矩阵为初等矩阵，它的行列式等于 


1，即在 SLJQ ) 中. 今证: 所有初等矩阵/ +仏 （ a ) ( 


n )组成特殊线性群 SLJQ ) 的一个生成元集. 


由线性代数知，用这种初等矩阵右乘（或左乘）一个矩阵就等于把它的某 
一行(列）乘以一个数加到另一行(列）上去.利用这种初等变换很容易把一个 
非退化矩阵 M 变成下面形状，即有初等矩阵 T ,, 馬使 

0 


0 a 

但若 M G SLjQ ) t 即它的行列式为1，则两边取行列式便得 a = 1 ,即有 

M = 丁， 1 … TV 1 ^：， 1 … Er 1 . 

但初等矩阵之逆仍是初等矩阵，即证得初等矩阵全体是 SLJQ ) 的一个生成 
元集. 

特别 U flf 1 ° t ) a 是 2 阶特殊线性群 SL 2 ( Q ) 的一个生成 

\0 1 } \a 1 / 

元集. 

有了生成元集的概念之后，我们可以划分一些群类. 

定义 3.1 1) 由一个元素 a 生成的群 G ， 即= G ， 称为循环群. 

2) 由有限个元素生成的群 G ， 即〈^，…，~> = G ， 称为有限生成群. 
命题 3.2 如果 G 是一个循环群，则 G 必有下列形状. 

1) G = j ."， a _ n ，.”， a _2 ， a — 1 ， e , a ， a 2 r ..， a m ,".} = | a B | w € Z }， 其中 

〆 = a m 当且仅当” =m ; 

2) G ~ U ， a ， a 2 , … , a n _1 1 ，其中 a ” = e 而 a s = ,0 ^ ^ n -1, 当 

且仅当 5 = 

证明 G 是循环群，故有 G = 〈 a),a € G . 

若 a 的周期是 00 ，则对任意整数 n ， m ，若 n # m ， 必有 / # .否 
则，若 = a m ，则有 a n _ m = a n a- m = a m a^ m = e , 这与 a 的周期是 ° o 相矛 
盾.再由 §2 中 （1) 式，便得命题中 1) 的情形. 

若 a 的周期是 n ， 则 U ， a ， a 2 , …，〆 ― 1 丨由 n 个不同元素(证明！）组成且 
关于乘法和取逆(例如 = a n ~\( a s ) 1 = 是封闭的，即它是含 a 的 
子群，故有 G = ( a ) = U ， a ， …， 〆 而得命题中的 2).0 

这个命题说，如果存在循环群 G 的话，那么 G —定是那种样子.但这完 
全不能说明，循环群确实是存在的.下面的例子说明这两种形状的循环群都存 
在. 

例5 ( Z ， 数的加法)是无限循环群.易知 Z = < 1>，这是因为，在我们这 

种情况，命题3_2中的 a 相当于1，而 〆 相当于1 + 1 + 1 + 1 = a . 类似地， 
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相当于 


这里〃是正整数 . 


例6设〃是正整数，考察由绕原点的旋转沒 


2tt 


, 所生成的群 C 




Pb I 0 < / ^ 


. 这是一个阶为〃的循环群 . 


这样，我们有一个无限循环群（2 , 十）和一个 n 阶循环群 
另一方面，任意取一个循环群 G, 由命题3 . 2 , 或有 (^= 丨 …， a % …， 


' a 1 


， a 2 , 
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I, 这时，直接验证知 


Q\ t Z 


G 


是群 2 到群 G 的一个同构 对应 ; 或有 G 


U ， a ， …， 


一 l 


t, 这时，直接验证知 


e 2 ： c 


G 


Pe 


$ 


s 


， 5 6 !0， l ,2，"-, w-l 


是群 C„ 到群 G 的一个同构对应 . 如果把同构的群看成相同的，总结一下上面 
的讨论就有 

定理3 , 3循环群有且仅有 （2 , 十）和 C„,n € N, 


这样我们就完全刻画了循环群类 ：列出 所有可能的循环群.我们当然希望 
对其它给定的群类也能达到这个目标.但这对几乎所有的群类都是难以达到 
的（以后将介绍的有限生成交换群类是极少数例外之一），这是因为群的构造 
太复杂，而循环群类是一个太特殊的类.原则上阶为5000的群当然是可以列 
举的，也许你能写一个程序通过计算机把它列举出来，然而这绝不是一个简单 

的工作 - 


练习 


1.设 


( ilh … O 是一个轮换，求 r 的逆和阶. 


2. 证 明： 循环群 G = ( a > 的任一子群也是循环群. 

3 . 设 a 是群<5中阶为 n (< oo ) 的元素.对任意正整数 5 ，证明 

1) Y 的阶为这里是 5 与 n 的最大公 因子； 

U ， n ) 


2) Y 与 

3) < aO 


( St 


有相同 的阶； 




>. 


4 .设 G 是由两个元素 a 和6生成的群.已知 a 和6有下列关系 a 2 


6 2 a . 试写出 G 中所有的元素 

5.证 明： 

1) 1(12) ，（23)，… A(n 


是 s „ 的一个生成元集 


2) U 12),(13) ，…， （1«) 丨是 S w 的一个生成 元集; 


，6 3 


和 “6 
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3) 丨（123)，（〗24)，…， （12 m ) 丨是的一个生成元集. 


§4子群（续) 


在§2中我们一般地讨论了子群，下面作为例子我们考虑一下平面运动 
群的子群.找出所有子群常是不太现实的问题，而找出具有一定性质的子群类 


常是有趣和有意义的问题.现在我们提出问 题:平 面运动群的所有有限子群是 
哪些？这就是问，平面图形的有限对称群是些什么样的群？ 


命题 4.1 设 G 是平面运动群的有限子群，则平面上必有一点/>，使得 
对任意 gG G , 有= 

证明令 | G | = «，在平面上任取一点 h 作点集 A = | g (5 )Ue G 
(若有相同者，我们计重复数，即认定 A 中有 n 个元素）.引入坐标后，则点集 
A 的重心/>的坐标(仍记作/> ) 与 g ( a),g 6 G 的坐标间的关 系是： 



2 畧⑴. 





任取运动 h 而证#将”个点的集 Ui ，…，〜丨（可有重复）的重心移到变动后 


的点集 丨 5 Kh )， …，的重心，即要 证:若 /> =丄; S 〜 ，则 

1 = 1 

Hp) = 士 2 〜). （** ) 

W ^ % 

I = I 

这从物理上看是显然 的：把 一个物体刚体运动到另一个地方去，重心当然也跟 
着过去了.再注意到，对 G 中任意元素/ I ， 有 hG = \ hg\g € Gf = G ，将 
(- *) 应用到 （*) 便有 


h ( p ) =丄=丄 y]g ( s ) = p , V A € G , 

n n 

即 p 就是所求点. * 

如果愿意对 （* *) 有一个数学上的证明，则可如下 去作： 由前知任一运 
动多总是匕，内以及 r •的一个乘积，因而欲证 （* *)，只要对这三者去验证就 
行了. 

若卢=匕，则必 （户 ） = p + a ^( s ) = s 十 a , 故有 （* * )• 

若多 = 抑或 r ， 则0是线性变换，当然 （* * ) 也成立 .口 


上面证明中涉及的点集 A (常称之为点 5 在群 G 作用下的轨道）以及 
(*) 中的/> (物理中称之为重心，数学上叫做“平均”点）是很有用的概念.很 
有意思的一个现象是，在点集 a = U(.oue g \ 中每一点的重复度是相同 
的，即若点5 (它当然在集 A 中）重复出现10次，则 A 中任一点都重复出现 




10 次.读者可试证一下. 
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称满足性质对任意有总 （/>) = />的点/>为群 G 的不动点，上命题 
是说，平面运动群的任一有限子群 G 都有不动点. 

定理 4.2 设 G 是平面运动群的一个有限子群，则适当选取坐标系 ， G 
必是下列两种类型之 一： 

( a ) G 二 C „， 由绕原点的旋转 p $ ,d = ^所生成的 n 阶群： C „ = 

( Pe ) = ! I 0 < i < n - 11. 

( b ) G = D nf 由绕原点的旋转和， 0 # 及沿 : r -轴的翻摺 r 所生成 

的阶为 2 n 的二面体群： D „ = { p $, r ) = \ p e l , p e 'r | 0 < / < n — 1 1. 

证明取 G 的不动点 O 作原点，任取 G ， 由于 g ( O ) = 0,故 g 或 
是绕 O 点的旋转~,或是沿过 O 点直线的翻摺. 

( a ) G 中元素都是旋转.若 G ^\ e \, 则有 G 中有旋转抑,0 <6 <2% 

由于 G 中只有有限个元素，故 <9中必有在属于 G 的旋转中为最小 
者.此时对 G 中任意非平凡旋转&，0< a < 2 ir ， 将其中 a 表成 a = m 6 + 
0</?< 这时由于 

作 = P a -mS = Pop-me = Pa - Pm 6^ € G 

以及 0 的选择，可知必有卢 = 0,即外 = p /* ， 亦即 G = { p e ) 是有限循环群. 
设其阶为 n ，则由 jo / = e 知= 2 tt . 

( b ) G 中含有翻摺.任取 G 中一个翻摺，适当选择 : r -轴，可认为它是 
沿 ：r -轴的翻摺，即为 r *. 令 H 是 G 中所有旋转（包括 e ) 作成的子集.易见 

H 是子群，命其 阶为？ 2 ,由 （ a ) 知 H - < p e ) 9 d = 这样 G 至少含有 2 n 个 

r n 

元素 CT = - If . 今任取 G 中元素 g , 若 g 是旋转，则已 

在 CT 中，若 g 是翻摺，则 g 是沿过 O 点直线/的翻摺，设直线/与 : r - 轴成 a 
角，由平面几何知识可知 g = p 2 a r. 这时 

P 2 a = P2^r = g • r € G ， 

由上知 = / V ，因而 g = per , 即 g 6 G 、 即 G = G ' 匚 


这样我们找出了平面运动群的所有有限子群，就是说，一个平面图形对称 
群，如果有限的话，必是或不难对每一个 C „( D n ) 找出一个平面图形， 
它的对称群就是 C n ( D n ) ，例如正 n 边形的对称群是 D n . 这些平面图形，就代 
表了具有有限对称群的所有平面图形.按着这个思路，如果把空间运动群的所 
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有有限子群找出来，人们就对正多面体得到完全的分类.从这里我们感到群论 
的力量. 

作为群的生成元集的又一个例子，这里的二面体群，和 v |0 < i < 

-\ 显然以 x 二 pe.y = r 为生成元集.由 § 3 例 1 知，生成元: r , 3 ; 
之间有下列 关系： 


JC n — e , y 2 = e 9 yx - Jo~ l y. 

数学中有许多问题(计算问题，或证明问题），都可对之设计出算法，而好 
的算法是不难用计算机实现的.因而在我们这个计算机时代，对一类数学问题 
找出算法是人们非常感兴趣的事.在附录中，我们将介绍近代计算代数中的一 
个重要算法.在这里我们只给出一个计算例 子:用 MAPLE 软件包计算48次 
对称群 S 48 (此群的阶为48! ) 的一个子群——魔方群.鹰方是一个由27个小 
方块组合的正方体，每个面都可转动.如图，在小方块外餺的面上标以数字.则 
顺时针转1，2,3,4所在的面时，便得到如下的置换 

a = (1 2 3 4)(5 6 7 8)(12 32 40 20) 

(21 13 26 34)(19 11 31 39) 

而魔方群也就是由下面计算程序中的 1 6， c , d ,/六个置换在 S 4 8 中生成 
的子群. 



18 

24 

19 

23 


21 

1 

17 

22 

20 


1 


6 


5 


45 


43 


3 


42 


47 


29 

27 

32 

- ! 

28 


26 

30 

25 



48 


37 


35 


a 
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下面是用 MAPLE 计算魔方群时，计算机屏幕上的显示记录.魔方群的 

2 -Sylow 子群是指它的阶为2 27 (2 的最大可能幂）的子群.这里给出它的 
11 - Sylow 子群 * 

> with(group) ; 

[DerivedS, LCS, NorroalClosure, RandElement, Sylow, ar©conjugate, center, centralizer, 
core, cosets, cosrep, derived, groupmember, grouporder, inter, invperm, isabelian, 
isnormal f issubgroup f mulperms,normalizer ， orbit ， permrep ， pres] 
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> pg ： - permgroup(48,{ 

a= [U ， 2,3,4] ， [5,6,7,8] ， [12,32,40,20] ， [21,13,26,34] ， [19,11,31,39]], 

> b = [[9,10 ， 11,12] ， [13,14 ， 15 ， 16],[24,44,27,7] ， [18,46,32, ： L], [45,29,2,19]], 

> c= [[17 ， 18 ， 19,20] ， [21 ， 22,23,24] ， [9 ， 1 ， 39,48] ， [14,6,33,43], [12,4,38,45]], 

> [[29,30,31,32],[25,26,27,28],[46,37,3,11],[41,35,8,16], [47,40,2,10]], 

> e- [[37,38,39,40],[33,34,35,36],[48,20,3,30],[42,22,5,25], [47,17,4,31]], 

> [[45, 46,47, 48] ， [41 ， 42, 43,44] ， [17,9,29,37] ， [23, 15,28, 36], [18, 10,30, 
38]]!); 

pg : = permgroup(48, j 

a =[[1,2,3,4],[5,6,7,8],[12,32,40,20], 〔 21 ,13 ， 26 ， 34],[19 ， 11,31 ， 39 ]] ， 
b =[[9,10,11,12],[13 1 14,15,16],[24,44,27,7], [18,46,32,1] ， [45 ， 29,2,19 ]] ， 
c =[[17,18 ， 19,20],[21 ， 22,23,24] ， [9 ， 1 ， 39,48 ]， [14,6,33,43] ， [12,4,38,45 ]] ， 
d = [[29,30,31,32],[25,26,27,28],[46,37,3,11], [41,35 ,8, 16] ， [47 ， 40 ， 2 ， 10 ]] ， 
e = [[37,38,39,40],[33,34,35,36] ， [48,20,3,30], [42 ， 22 ， 5 ， 25] ， [47 ， 17 ， 4 ， 31 ]] ， 
f = [[45,46,47,48] ， [41 ， 42,43,44],[17,9,29,37], [23 ， 15,28,36] ， [18 ， 10 ， 30 ， 38]]|) 

> grouporder(pg )； 

43252003274489856000 

> with(nuiatheory); 

> ifactor(43252003274489856000); 

27 14 3 2 

(2) (3) (5) (7) (11) 

> Sylow(pg ， ll); 

pemgroup(48, |[[5,22,21,25,44,27,24,8,41 ， 7,23 ]， 

[6,35 ， 15 ， 16 ， 14,26,28 ， 13,43,34,33]]|) 


在本节最后，我们给出下面 

定理 4.3 ( A . Cayley , 1821—1895) 设 G 是阶为 n 的群，则 G 同构于 ;2 
元对称群&的一个子群， 


证明任取 a 


€ G ， 利用它如下地作一个集 G 到集 G 的映射乃: 



x 1 - - xa ， 

7；是集 G 到集 G 的一个单射，因为; r 关 3 ；,当然也有： m 关，.有限集 G 到 

自身的一个单射永远是满射，故 T a 是 n 个元素的集 G 到自身上的一个 一一 
对应，即 €• .令 了 = \ T af a 6 GI ，则由 xT ab — x ( ab ) — { jca)b - 
UT a ) T b = x ( T a T b )， 得 T ab = T a T bf 由之还得 T a T ，= T aa - = T e = 

T a ' = 1 ViT a ，即 T a ~ l = T a ~'， 总起来便知集： T 关于乘法和取逆封闭，即 
了是乂的一个子群.令 
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♦ : G —" - T 

a — T a , 

当 a 尹 b f eT a = ea - a ， eT b - eb = 6 ，即 T a 尹 T b ，故 ♦ 是单射•再由 T a6 
= T a T 6 ，即 Hab ) = ? K « W (6)， 故得 # 是群 G 到群了的同构 .□ 

注意到上面证明中，当 G 是无限群时， T a 也是 G 到自身的一个变换，故 

也有 

定理 4.4 设 G 是任意群，则 G 同构于变换群： T ( G ) 的一个子群. 

这个用 Cayley 命名的定理给出一个抽象群 G 和另一个具体群\的关 
系，即任一 w 阶群都和 a 元对称群5„的一个子群同构，也就是说，如果我们能 
把义中所有不同构的 n 阶子群都找出来，这样我们也就把所有可能存在的 n 
阶群都找出来了.把研究抽象群归结为研究置换群（即对称群 s „ 的子群）.当 
然给人一按良好感觉，例如对寻找群的例子或讨论某些问题是会有帮助的，但 
它不会给我们很多，而只是研究群的一种途径，这也是我们可以感觉到的. 

练习 

1. 设 G = < a > 是有限循环群.如果 a 的阶 n 为偶数，证明：存在元素 e 关6 € G ， 使 
得6是 G 的所有自同构的不动点，即对任意/ € Am ( G ), 有 f { b ) = 6. 

2. 设= U , a ，6 ，d 是四元群，其群 B 4 的乘法由下列乘法表给出 



此时称 S 4 为 Klein 四元群.试将 S 4 用对称群 S 4 中的置换表示出来.并把这些置换写 
成不相交的轮换的乘积形式. 

§5商群 

关于集合，在集合论中我们有集合的等价关系，划分以及商集的概念.关 
于群，它们的相应概念将是什么呢？ 

回忆一下集合论中等价关系，划分和商集的概念. 
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设 M 是一个集合，称 M x M 到！1，0!的一个映射#为集 M 的一个关 
系. 任取 M ， 当 今、 jc ， y ) 二 1时称 x ，： y 有关系必，记作 I 必: y ， 当 +{工， 
y ) = 0时，称： r , jy 没有关系卢 • 

定义 5.1 称集 M 的一个关系#为一个等价关系，如果 《满足 下列三 

条： 

E 1) 自 反律： 对任意 I G M , 有; 

E 2) 对 称律： 对任意 x,y G M , 若 x 令 y ， 则： ^ x ; 

E 3) 传递律 ••对 任意 x % y 6: M ,若 x 《3；，： y ^ z ， 则 z ' 

定义 5.2 称集 M 的一些子集的集合少二 \ M t \i e 门，其中 J 是（有限 

或无限）脚码集，为集 M 的一个划分，如果求满足下列 两条： 

Dl ) M f 9 i € I ，中任意两个互不 相交； 

D 2) M = LJM ,. 

(€ / 

这时，如果把作为一个整体，当作一个新元素看待，则把由这些元素 
m , j e I ，组成的集合（仍记作 ） w = im , |/ e i \ 称作集 m 的一个商集， 

我们知道，集合 M 的一个等价关系确定 M 的一个划分，反之也对.现在 
的问题是如何把这些概念移植到群，一个带有运算的集合上去.这里的原则是 
简单的：一切要和运算和谐，要保持运算关系. 

定义 5.3 设 G 是一个群.集 G 的一个等价关系0称作群 G 的一个合同 
关系，如果对任意 x $ v 6 G ,若 x 參$及“多幻，则 • u)^(y - t ;). 

设求= \ M t \i G 幻是集 G 的一个划分.对于任意取定的 a € G , 划分 
少中有且仅有一个子集 M ,. 包含《，我们把这个子集 AC 记作 U ]， 即 U ] 是 
含 a 的那个子集.但应特别注意的是，当 a ，6 都属于 M , 时，则有 M , = U ] 二 
[ b ], 即这个表示法不是唯一的 ：对于 G 中不同元素 a ，6 , 可能有 [ a ] 和 [6 ] 
是表示同一个子集的.无论如何，我们可把划分伞= II 改记为少= 
![ a]U e GL 当然这时我们应把重复出现的元素看成一个，例如集合 u , i ， 
1,2,3,21就是集合|1，2,3}，它只含3个元素而不是6个元素. 

定义 5.4 设 G 是一个群.集 G 的一个划分少= IU ] U G G ! 称作 G 
的一个合同划分，如果对任意 a ，6 6 G ， 有 

[ a ] • [ b ] C [ ab ]. (1) 

在这里我们重复一下群 G 中两个子集的乘积 H • K 的 定义： 

H • K : UyU € H 9 y € Kh 

这样， （1) 是说，若: r € [a ] ,^ [6]，则必有 xy ^ [ ab ], 也就是说，若 

同属于平中的一个子集， yi . yz 同 属于少 中的一个子集，则 xiyi 和 x 2 ： y 2 也 
必同属于少中的一个子集. 
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有了这些定义后，可以设想群的合同关系与群的合同划分之间有和集的 
等价关系与集的划分完全类似的联系.是复习也是证明新结果，我们给出 

命题 5.5 1) 设4是群 G 的一个合同关系.对 a G G ， 令 


m w 

a 

m 


x G G \ x i !> a \ , 


则少 




6 G 丨是群 G 的一个合同划分 


2) 设少 


— f ， * _ _ ，， _ t I ✓ -w 7 

l [ a ] |a 6 G [ 是群 G 的一个合同划分.在集 G 中如下地引 

▲ • ■ ^ — ^ — ^ ^ * ▲ 


入一个关系4 :对 G 规定: r 5^ 当且仅当存在 a G G ， 使得 x，y G [a 


9 


则多是群 G 的一个合同关系. 


证明 1) 由于4也是集 G 的一个等价关系，故少是集 G 的一个划分.任 
取平中两个元素 [ a },[ b }, a,b € G , 今 往证： [ a ] • [ b ] C [ a 6]. 首先由 
a ， 有 a € [ a ]. 任取 _r 6 [a ] , 3 ； G [ 6 ]， 则由 ocj > a ， yj > b 以及 # 是合同关 
系，可知 a 6 ，即 arjy G [ a 6 ] ,因而有 

[ a ] • [6] = I k G [ a],y G [6] i Q [ ab ], 

即命题中的 1) 得证. 

2) 由于少也是集 G 的一个划分，故 2) 中定义的彡是集 G 的一个等价关 
系.若有 jci * y , v ， 这说明存在€ G , 使得 G [ a ] 而 M , t ; 6 [6]. 
但由于少是合同划分，故有 [a ] [ 6 ] Q [ a 6]， 因而：都在 ] 中.依多 
的定义，得 ( xy ) i >( uv ) y 即命题中的 2) 得证. 口 

这样，群的合同关系和合同划分就是一回事了，即是用两种语言——关系 
或子集——描写同一事物. 

下面我们看一个简单例子. 

例1在群 （ Z , +) 中考虑下面关系 ：取定 正整数 n > 1, 规定: Z 中两数 
有模《同余关系〜，当且仅当 n\(s - t) t 这就是 s 〜 i 当且仅当被 
n 除时有同样的余数.容易证明，〜是集 Z 的一个等价关系，且若〜 s 2 ， tl 
- t 2t 则也有 （u + “）〜 （ s 2 + Z 2 ). 这样〜是群 Z 的一个合同关系•它所对 
应的合同划分 


妒 = \U]\i ez\ = |[s]|o<s^ « - ii 

是由 G 中下列子集 组成： 

[ s ] = j mn + s I w ^ Z \ , s = 0,1,2,."，《 - 1， 
特别 [0] = I mw |w ^ Z ! » [ 1 ] = i mn + 1 | w 6 2!. 


直接验证一下少是个合同划分也是很有益的.例如直接看出这些 [ s ] 彼 
此不相交，任何整数必属于某一 [ s ]， 如 - 2 € [« - 2] 等等，因而少是个划 
分.另外不难证 明：对 0< s,i < n 一 1, 





[5] + [ £ ]c 


[s + t ], 


当 



< n — 1 ， 


[ 5 + ^ 


n ], 当 s + t ^ n . 


⑵ 


这些都是我们在初等整数论中学习同余关系时所熟悉的 


设 G 是一个群，#是群 G 的一个合同关系，而少 


e gi 是与 


多柑应的合同划分.把这些 G 的子集 U] 看成元素，今在由元素 [a],a e G 
组成的集合少中，利用群 G 的运算•，引人少的一个运算 x 如下 ：规定 少中 
两个元素 U ] 和 [ 6 ] 的乘积为少中的元素 U6 ]， 即规定 


]x [6] 


[口6] ■ 


⑶ 


在这个规定中我们利用 U ] 中的一个特定代表 a 和 [6] 中的一个特定代表 


b . 如果选用 [ a ] 中另一个元素 x 和 [>] 中另一个元素 3N 即有 U ] 




[x]. 


[ b ] 


b ], 依规定我们将得到 


.^] X [ y ] 




a 

: y . • 


因而我们必须证明 lab ] 
为相同的元素 U ] = h 


3 ^]，否则上面规定就不给出妒的一个运算，因 


]，[6] 


[ W 依该规定得不同的结果. 


若用合同划分语言去证，由定义 5.4(1) 得 ，X e e [ 6 ]，则巧 e 


• a ] * [ 6 ] G [ a6 ] ，即 6 [ <26 ] ，因而 [xy ] 


[ ab ]. 


若用合同关系语言去证，这就是，若 : r 6 [ a.]^e [ 6 ]，则力因 
而依定义 5.3 得因而 a 和以 同属一个子集，即 X 是集少的一个运 


算 


定理 5.6 (妒， x ) 是一个群. 

证明 已证 x 是妒的一个运算，由 


([ a ] X [ b ]) X [ c ] = 
[ a ] X ( O ] X [ c ])= 


[ ab ] X [ r ] 
[ a ] X [ 6c ] 




l ( ab ) c ], 
[a ( 6c )] ， 


以及在群 G 中有 （ a6)c 


( 6c ), 便得 X 适合结合律. 


U ], e 是群 G 的恒等元，起恒等元的作用： [ dx [ a ] 


\ ea ] 


[ a ],[a 


x [,] 


Ue] 


[ a ]. 


^[ a ] (即 （ U ]) 


[^ 1 ]) 


□ 


再由 [ a ] X [ a " 1 ] = [ aa ^ 1 ] = [ e ] = [ a " 1 ] X [ a ] (Bp ([a ]) _1 = [ a -1 ]) 

知 G 4) 也 满足. □ 

定义 5.7 我们称上定理中的群（少， X ) 为群 G 的（由合同划分少，或 
由合同关系4确定的)一个商群. 

当不会引起混淆时，我们常把少的运算 X 也写成 •. 


例 1( 续 




\ U 1 U 6 ZU 此时上面 (3) 规定的少的运算，仍记为 



，就是 


m 十 w = + 



irtr — "H-y 3iu 
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依定理 5.6 知（少， +) 是一个群，群少的阶是 n . 把这个整数加群1的商群 
记作 z „. i „ 是^阶循环群， [1] 是它的生成元. 

容易证明： 2„和§3的例6中的= ( Pd ) 9 0 = @是同构的. 

n 

我们会找出一个群的所有商群吗？也就是问，我们会找出一个群的所有 
合同关系吗？ 

集合是一盘散沙，集合的等价关系是千形百状，没有什么规律的.然而，群 
的合同关系，是与运算和谐（或保持运算）的那些等价关系，是非常有规律的. 

设少 = i [ a ] , a G G I 是群 G 的 一 个合同划分，其相应的合同关系为多. 
恒等元 e 是群 G 的一个非常特殊的元素，先看 [ e ]， 我们有 [ e ] • U ] G [ e ]， 
故 g 的子集 u ] 关于 g 的运算封闭.任取 a € u ]， 则由 m i 得 
aa _l # ra — 1 ，即，即 a ^ 1 G [ e ]. 这样 [ e ] 是 G 的一个子群.再由对任意 
a G 有 

a [ e ] a ^ 1 £ [ a ] te ][ a _1 ] Q [ aea ~ 1 ] = [ e ] ， 

故知 [ d 是 G 的一个正规子群. 

再看 [a ] , 我们有 ： a [ e ^ [ a ] [ ^ ] ^ [ a ] ■另 一 方面还有 a _1 [ a ] ^ 
U l ][ a ] £ [ e ]， 再用 a 左乘其两侧，则有 

aa -1 [ a ] ^ a [ e ], 即 [ a ] Ga [ e ]. 

这样合起来便得 [ a ] = a [ e ], 即是少 = la [ e ] I a € G \ 而 [ e ] 是正规子群. 

反过来，我们从群 G 的一个子群 H 出发，而考虑 G 中所有形如6 
G 的子集全体少，即少= \ aH\a G G |. 今证少是集合 G 的一个划分 .由于 

a = ae 6 a H ，故 G = ijaH . 其次，若 aHfl 不空，即有 aH f ] 6 H , 

O 

因而有 h t , h 2 € H , 使得 jc = ah lt x = bh 2 , 即 故有 ah x h 2 ^ 1 = 

bh 2 h 1 x i 即 6 = ah # 1 . 由于 H 是子群， HHHC H， 故我们有下面包含关 

系： 

bH = ah l h 1 ^ l H ^ aHHHC a H . 

对称地可得 6 H ， 即有 6 H. 这就证明了 ：在这 些子集 aH,a € G 
中或者两个完全相同，或者两个之交是空集.总起来，便得 W = \ aH\a e G| 
是集 G 的一个划分.类似地可得丨 Ha U G Gi 也是集 G 的一个划分. 

形如 aH ( H 是子群）的子集是群 G 中重要的一类子集. 

定义 5.8 设 H 是群 G 的子群，称 aH ( Ha ) 为子群 H 的左(右）陪集.而 
称 \ aH\a € G} 为子群 H 的左陪集系. 

当 H 只是子群而不是正规子群时， W = I aff |a G G | 只是集 G 的划分， 
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不会是群 G 的合同划分，因为若少是，则少中的 U ] (此时 U ] = H ) 该是 
正规子群.即 H 为正规子群是少为合同划分的必要条件. 

今取 H 为正规子群，而往 证：少 = \aH\a 6 G ! 是群 G 的合同划分.由 
上面已知少是集 G 的划分，只需证这个划分是保持运算的.注意到 V a e 

G , aH = Ha . 故有 

aH * bH = a( Hb) H = ab ( HH ) ^ abH. 

证明完成. 

注意到对子群 H 言，有 H • H = H (为什么？)故上式可改进为 

aH • bH = abH. 

综合上述讨论 :在群 G 的正规子群的全体和群 G 的合同划分(合同关系）的全 
体之间有一个 一一 对应，这就是 ^ HaH|a € G 丨，亦即 G 的正规子群的 

(左）陪集系给出 G 的所有可能的合同划分，因而也就给出 G 的所有商群.把 
正规子群 H 的陪集系 \ aH\a € G] 确定的商群记作 G / H , 亦即 G/H = 
(\ aH\a € GL x ), 其运算规 则是： aH x bH = abH . 

例 1( 续二 } 整数加群 Z 是一个交换群，因而它的每一个子群都是正规 
子群.不难找出 Z 的所有子群.任取它的一个子群 H 关〈0>，令《是 H 中正整 
数的最小者，则 H 中任一正整数 m 必都是 w 的倍数，否则余数 r = in ~ qn 
H (因为且 0< r < n 而得矛盾.这样 H = < n >, 即群 Z 的子群 
都是循环群. 

H = { n) 的陪集系 isH = [s ] 丨 s G Z | ， 这里 [ s ] = { mrt + s |m G ， 所 
作成的商群 Z /< n 〉 就是本例在前面讨论过 的群氡 =少= Z | .这 

# Z„,n e z + , 给出加群 Z 的所有真商群(指不等于 Z 者）. 

这样，关于循环群分类的定理 3. 3可改述为：整数加群2：及其商群， n 
e 2 + 给出所有可能的循环群. 

正规子群 H 和商群 G / H 是群论中最重要的基本概念.让我们再总结一 
下： 

商群 G/H 就是： G/H = \ aH,a e G (. 而运 算为： aH X bH = abH . 


练习 

1 . 设 G 是群 ， 0= ![a](a6 G[ 是群 G 的一个合同划分.证明 ：对任 意 a ， 6 6 G ，有 
子集的相等 U ] • k ] = [ abl . 

2 . 设 H 是群 G 的非空子集.在 G 中定义关系 xy 当且仅当 1 € 证明： 

1) 〜是等价关系当且仅当 H 是 G 的 子群； 

2) 〜 是合同关系当且仅当 H 是 G 的正规子群. 

3. 固定一个正实数对任意实数 x 6 R . 记 [ x ] = Ua + : c|n € Zi 和0二 
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1 [-r] | x 6 R)- 

1) 证明0是加群 （ R ，+) 的一个合同划分. 

2) 记 Z 二 cosO + isind , 其中0为实数， f 为虚数单位，即£ 2 二 - 1 .那么 C = j e ld | 
e ^ n \ 在通常复数乘法“ • ”之下形成一个群（称为单位元群）.又记（少， +) 是 1) 中的商 
群， 证明： 

♦: ( 氺 ， +) —- (C, •) 


是群同构. 

§6同态 


现在来研究两个群之间的关系.对于两个集合来说，它们之间的关系，当 
然就是指它们之间有些什么样的映射.然而对于群 G 和群 H 言，我们只对集 
G 和集 H 之间那些保持运算的映射感兴趣. 




定义 6.1 给定 （ G ，•） 和群 （ H ， X). 称集 G 到集 H 的一个映射 hG 
H 是群 G 到群 H 的一个同态映射(简称同态），如果对任意 gi , g 2 € G 有 

^(gi * gi ) = ^( gi ) x 多 （ g 2). 


当多是单(满)射时，称彡单(满）同态. 

当必是群 G 到群 H 的一个同态时，令 | lm 4 = { Hg ), g ^ G }, 称之为 
♦ 的象，或群 G 的同态象.显然 UmMQ 令 

Ker ^ =1 x 6 G \^(jc) - 是 H 的恒等元！， 

称之为4的核.显然 KedG G . 用图表示，就是 



易见，当0是满同态时 lm = H , 当今 是单同态时， Im # = 丨. 

显然同态是同构的推广，其差别是没有要求映射彡一定是一个到上的一 
一对应.一个同态是同构当且仅当它既是单同态又是满同态. 

例 1 (1) 令 

♦ : GL n m —-(非0实数全体，数的乘法） 

A ' - iA | (矩阵 A 的行列式）. 
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易证，0是一个满射，并保持运算 (|A • B | = |A I .| B |)， 故 # 是一个满同 
态.此例中 ， Ked = |A e GL n ( R )| | A | = 1}, 即 Ker 多是特殊线性群. 

(2) 令 

M 非0实数全体，数的乘法）一- GL „( R ) 

r * ~~ #/„ a n 是《阶单位矩阵）. 

易证，6是一'个单射并保持运算，故#是一•个单同态,此例中 Im # 由 GL „( R ) 
中所有纯量矩阵组成. 

(3) 令 H 是群 G 的一个子群， 

♦ : H ， G 

h x - ， h ■ 

显然4是群 H 到群 G 的一个单同态. 

(4) 令 H 是群 G 的正规子群， 

♦ : G - G/H = | aH ! a G G [ 

a ' - ^ aH ■ 


今是一个满射，另—方面 ^( a ) x i >( b ) = aH X bH = abHj ( ab ) = abH , SP 

♦ 保持运算： Hab ) = #( a)x #(6)，故#是 G 到其商群 G / H 的一个满同态. 
常称之为 G 到 G / H 的自然满同态. 

在本例中， Ker ^ = H , 

(5)令0 = 〈 W 是无限循环群，令 





e z 


♦ 是一个映射，既不是单射，例如~ K 3 m ], a m + 12 * ~~ K 3 m + 36] 但一 ^ 

一+ 12 ,而在群 Z 12 中 [3 m ] = [3 m +36], 也不是满射，例如 〈 a 〉 中没有元素 
对应 Z 12 中的 [1], 令 是保持运算的，因为 


♦ ( a m ) + ^{ a p ) = [3 m ] + [3 p ] = [3 (m + p )} 

= Ha m ^ p ) = Ua m - V ), 

故多是一个同态，但既不是单同态，也不是满同态.在本例中 Im 多 


3 m 

w ^ 


e zi 


1[3]，[6]，[9],[0]丨有4个元素，而 K er 《 


< 


>. 


和同构一样，关于同态也有 

命题 6.2 4是群 G 到群 H 的一个同态，则有 


^(e) 


Ha ~ l ) 


Ha ) 


-l 


证明先证 4 U ) = € (当然左侧的 e 是 G 的恒等元，右侧的€是 H 的恒 


等兀） ■由 e ^( e ) = +( e ) 


♦ (e 


) 


♦ ( e ) • ^( e ) 9 消去 1( e ) 便得 e 
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He). 其次，由 

e = < f >( e ) = < f >( aa ~ l ) = ^( a )^( a -1 )* 
e = ^( e ) = ^( a~ l a ) = 彡 （a —*) 多 （ a )， 

即得 Ha -4 = Ha 、-、 □ 

命题 6.3 ♦ 是群 G 到群 H 的同态，则 有： 

1) Im # 是群 H 的 子群； 

2) Ker ^ 是群 G 的正规子群. 

证明 1) 任取 h X yh 2 G Irn ^ = \ ^>{ g ) ,g G [, 则依集 Im 多的定义，必 

有发 1 ，尽 2 6 G , 使得 /^ = ^(gi),h 2 = Hg !、• 这时 h'h 2 = Hgi)Hg 2 ) = 

^ , h x ~ x = ^{ g x )~ l = ^ ig \~ X ) ^ Im 多，即集 Im ^ 是 H 的子群. 

2) 任取 g lt g 2 € Ker ^ = \g G G （发） = d ，则 ^( g \ gi ) = 

^(g\)^{gl) = e • e = e^igi 1 ) = ^(gi )" 1 = e~ l = e f ^>{ag x a l )= 

< ! > { a ) i { g x ) ( f >{ a ~ x ) = #( a ) * e • ♦((!)- 1 = e ，即得 Ker ^ 是群 G 的正规子群 • 

□ 

定理 6.4( 群的第一同态定理） 1) 若群 H 是群 G 的正规子群，则 

♦ : G — - G/H 

8 ' ~~ gH 

是群 G 到其商群 G / H 的满同态. 

2) 设多是群 G 到群 G = Im 多的满同态，而 H = Ker 《， 则 G / H ^ G . 
证明关于1)，见例 1(4) •现证 2) .令 H = ked ， H 是 G 的正规子群，商 
群 G/H = \ g H t g € GL 令 

d ： G/H ^ G 

gH 1 ~~► 令 （ g ). 

首先验证 0 是集 G / H 到 5 的一个映 射:若 = g / H , g , g / € G ，必有 Hg ) 
- « Kg ), 即 gH 的象与 gH 的代表元素 g 的选择无关.由于 〆 e gH ， 故存在 
h € H ， g ’ = gh ， 这样 

^(g ) = Hgh ) 二 Hg 、 Hh ) = i >( g ) - e = ^( g ). 

再证 0 是单的，即要证:若 ^( g x ) = 0( g 2 ) ， 则 = g 2 H . 由于 

♦ ( gi _ l g 2) = ♦( gf 1 ) Hg 2 ) 

=^(gi)~ l ^(gi) = = e, 

故 8 i l 82 e Ker ^ = H , 而有 g 2 € 心 / f ， 即 g 2 H = gl H . 最后由于多是满 

射， Im 《= 1 5^(^) I g 6 G \ = G , 而由沒之定义知 Im 沒也等于 i ^( g ) ,g € 
Gl ， 故 0 是满射.至此证得 0 是 G / H 到 6 上的一一对应. 

至于0保持运算，则是很容易得 到的： 
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- g 2 H ) 二 


d ( gig 2 H ) = Hg \ g 2) 二 

d ( g { H ) - d ( g 2 H ). □ 


群 G 的同态象&可以设想为群 G 的一个“粗略”的 模型： 忽略了 G 中某 
些元素间的差异而又维持 G 中的运算关系.上述定理说，群 G 的所有可能的 
“粗略”模型就是群 G 的那些商群， 


保持运算的同态映射当然把群 G 中所有运算关系（指涉及元素和运算的 

所有等式）都传递给 G 的同态象所以 G 保持着 G 中的某些结构.例如，若 

, 

G 是交换群，则 G 也是; 若在 G 中所有元素的阶都小于〃，则在 G 中所有元 
素的阶也都小于《.反过来当然不对，有时 G 交换，而 G 是非交换群（见上例 
中（1))， G 中元素的阶都小于或 等于; 1,而 G 中除 e 外每一元素的阶都是 oo 
(见上例中 （5)) .下面定理说明了群与它商群的子群之间的关系. 

定理 6.5( 群的第二同态定理）设#是群 G 到群5上的满同态 ， H = 
Ker ♦•令 

L ( G , H ) = IG 中所有包含 H 的子群 L 
L ( G ) = I G 中所有子群 I ， 

则 

0: L ( G , H ) —- L ( G ) 

S * —^ 於 （ S ) = | ^( s ) , s G S } = S 


是集 UG . H ) 到集 L ( G ) 上的一个一一对应，且有 

(1) S Q 丁当且仅当 MS ) 3多（了）* 


(2) S 是 G 的正规子群当且仅当 WS ) 是 G 的正规子群. 


(3) 当 S 是 G 的正规子群时，有 

G/S ^ G /^( S ). 

我们把这个有趣定理的证明留给读者. 


证明这个定理所需要的方法和技巧都在前面出现过，能给出它的证明说 
明你已经很好地掌握子群、正规子群、商群和同态这些群论中最重要、最基本 
的概念.多复习，多查一查前面的东西，你一定能证出来的， 

如果说两国之间有政治关系、经济关系等等许多关系，则对于两个群之间 
的关系就只有同态关系.单同态意味着甲群与乙群的一个子群一样（同构），满 
同态说明乙群就是甲群的商群，非单非满的同态，则是说甲群的一个商群和乙 
群的一个子群是一样的-这样同态关系是群的仅有关系，而子群、商群是这种 
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关系仅涉及的两个基本语言. 


练习 

1. 设0是群 G 到群 H 的一个同态.设和 iV 分别是 G 和 H 的非空子集，记 HM ) - 
\ Ha)\a 6 ,称为 M (在# 之下）的象，记 - U ^ G \< f >( a ) 6 Nf , 称为 N 

(在4之下）的完全原象. 证明： 

1) 如果 S 是 G 的子群，那么 S 的象 WS ) 是 ff 的子群. 

2) 如果丁是 H 的子群，那么了的完全原象多力了）是 G 的子群.进一步，如果 T 是 
H 的正规子群，那么 fVT ) 是 G 的正规子群. 

3) 如果 S 是 G 的子群，那么 i >‘ l (< KS )) 二 S • Ker < f >. 

2. 证明定理 6.5. 

3. 设 H 是群 G 到群 H 的一个群同态， S 是 G 的子群.定义 

f : S —_ HS ) 

S 1 - • ^(s ). 

证明： 

0 f 是群的满同态(称为由 f 限制在 S 上导出的群满同 态）； 

2) Kerf = S D Ker ^; 

3) 有群同构 S D 兰 HSh 特别地，如果 S 3 Ker ^, 那么有群同构 S / Ker ^^ 

HS ). 

4 . 设 G 是群， ff 是 G 的正规子群， S 是 G 的子群.证明 

1) SH 是 G 的子群.并且 H 是 SH 的正规子群，也有 S A H 是 S 的正规 子群； 

2) 有群同构 SH / H ^ S/S D H . 


§7 


有限群 


有限群尽管是只有有限个元素的群，然而其内容是非常丰富、非常深刻 


的.有限群不同于无限群当然就在于其阶是一个正整数 



绕着这个数 w ， 


对一般有限群的元素、子群、正规子群、商群等可得许多数量性质，可提出许多 
问题，进一步的讨论，该从有限群类划分出一些子类，而对这些子类中的群研 
究其结构；另一方面应该研究一个给定有限群和其他具体群，特别是矩阵群之 
间的关系，即所谓有限群的表示问題. 


在本节中 G 表示 有限群，其阶 | G | = n . 

首先研究 G 的阶 n 和其元素的阶，其子群的阶，其商群的阶之间的数量 
命题 7. 1( J . L . Lagrange , 1736 - 1813) 设 G 的子群 H 的阶为 m , 则 



证明我们有 G 设 H 的不同左陪集的个数为£，则 G 是 z 

个两两不相交的形如戒 f 的子集的并集.另一方面 H 的左陪集所含元素 
个数和 H 的一样多，因为 H 中不同元素，左乘以同一元素 g 后当然还是不同 
的（应用消去律），即 l#f | = I H | = m . 合起来便得 n =\ G \ = t • m.U 

注意到阶为 w 的元素 a 所生成的子群< a > 的阶也为 w ， 便得 

推论 7.2 1) 有限群 G 的元素《的周期 m 必整除 | G | = n ; 

2) 对有限群 G 的任意元素 a 都有 〆 = e . 

定义 7.3 设 H 是 G 的子群， H 的不同左陪集的个数为我们称 < 是 
子群 H 在 G 中的指数，简称为子群 H 的指数. 

这样，我们有 公式： 

有限群 G 的阶=子群 H 的阶 X 子群 H 的指数. 

由之看到不但子群的阶是群的阶的因数，子群的指数也是. 

推论 7.4 若 H 是 G 的正规子群，则有 | G | = | H | •丨 G / H |. 

很自然会问 :任给 《的因数 m , 在 G 中存在元素 a ， 其阶为 m 吗？或者 
退一步，在 G 中存在子群其阶为 m 吗？ 

讨论存在性问题，总是较困难的，一般讲，上面问题的回答是否定的，然而 
在某些条件下，例如有限交换群，我们能得到肯定结果. 

先从最简单的循环群人手. 

引理 7.5 在阶 为”的 循环群 < a > U n = 幻中，对任意正整数 mU ， 
都有子群 H ， H 的阶是 m . 

证明设”=加，考察〈 6>，其中 b = a 1 . 易见 b m = ( a t ) m = a tm = 
a n = e . 而对任意正整数 s < m , 有 ts < « ， 故 6 s = (W = a ts ^ e , 即得 

b 的阶为 m ， 随之〈 之阶为 m . □ 

引理 7.6 设 G 是有限交换群，其阶 n = pm 其中户 为素数，则在 G 中 
存在阶为的元素. 

证明对 m 作归纳.当 m = 1时，结论显然成立.设 W > 1,任取 e 关 a 

，记若户丨由 H 为有限循环群和引理 7.5 知 H 中存在， 
从而 G 中存在阶为 p 的元素.若，记 G = G/H 为 G 的商群.则 | G | 
- | G |/| H | = pm ', 其中 m . 由归纳假设知存在6 € G 使得 bH 
在 G 中的阶为 p . 于是6各 H 但沪 e 设 C 2 的阶为6■，则 p'YlHl = 5 E . 
( b s ) p = ( bn s = e , 另一方面 V 关^这是因为若 V = g 则由 p,s 互素 ，故 
有整数 g ， r 使吵+ rs = 1，这时6 = F = ( b p ) q 6 H ， 与前面6备 H 
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相矛盾.故 6 s 的阶为 p . 口 

命题 7.7 设 G 是有限交换群，其阶 | G | = 则对任意存在 G 
的子群 H 使得 \ H \ = 

证明对 m 作归纳，不妨设 m > 1. 设 p 为素数且 film . 由引理 7.6 知 

G 中存在阶为 p 的元素，记为 a . 考虑商群 G = G /( a > ‘由$，和归纳假 

P P 

设知 G 中存在子群 H 使得屏1 = 记 H 为 H 在 G 到5的自然满同态之 

P _ 

下的完全原象，那么 H 是 G 的子群，且 G 到巧的 自然满同态在 H 上的限制导 
出 H 到 H 的满射，是群的满同态且核也为< a >. 故 | H | = |<^)| - | H | = 


p • ? = m ， 即 H 为所求的子群 .口 

p 

这样对有限交换群，我们肯定地回答了上面提出的问题. 

对一般有限群的子群存在问题，我们只讨论下面的问题 ：若素 数的幂 
在阶为 n 的群 G 中是否存在子群 H ， 其阶为为此，除了用元素的 
阶、群的阶和指数去计算外,我们还需要引入一些新概念，它们都是很基本很 
有用的. 


定义 7.8 设 G 为任意群（即不一定是有限群）， 


(1) 说 G 中兀素 a ,6是共辄的，若存在 g G C ? 使6 = gag ^ 1 ,亦即存在 ♦ 
€ IrniG ， 使6 = Ha ). 易见共轭关系是一个等价关系，称它的一个等价类， 
亦即 G G 丨，为一个共轭元素类. 

(2) 说 G 的子群共轭，若存在 G 使 K 二 gHg ~\ 亦即存在多€ 
IrmG , 使尺= HH ). 共轭关系是子群间的一个等价关系，称它的一个等价 
类，亦即 IgHf 6 G }， 为一个共轭子群类. 

定义 7.9 设 S 是群 G 的一个子集，令 


称为集 S 的正规化子. 


N ( S ) 


\g ^ G \gSg 


I 


S |, 


易见 N ( S ) 是 G 的一个子群. 

从上面定义立即知道，一个中心元自己组成一个共轭元素类，而一个中心 
元 r 的正规化子 Af ( c ) = G .若 S 是群的子群，则 S Q N ( S )， 且 S 是群 
N ( S ) 的正规子群， iV ( S ) 还是 G 中子群有此性质者中的最大的.（证明！）若 
S ,, f € 1是0的所有不同的共轭元素类，由于共轭是等价关系，故这些 S , 

两两不相交，且它们的并集等于 G ， 即 G = US t . 

1 

引理7,10 G 是有限群， S 是 G 的一个共轭元素类， | S | = r 则存在 
G 的子群 H ， 它在 G 中的指数恰为 

证明任取 S 而考察 S 的正规化子 NU ). 由子群 N ( s ) 的定义易知 



x ‘ s \ r _1 = 3?5 jy -1 < ^=>5 = ( x ~ 1 3?)5( y ' _1 x ) = ( x ^ 1 ^ )5( x _1 3?) _1 

x - i 3 ? € N ( s ) <=> x ,y 属于 N ( s ) 的同一左陪集 
亦即用 N ( s ) 的同一左陪集中的元素去作用 s 给出 s 的相同共轭元素，而用不 
同左陪集中的元素去作用5,则给出5的不相同的共轭元素.这样 S 的不同共 
轭元素的个数就等于子群 JV ( s ) 的不同左陪集的个数，亦即丨 S | 等于子群 
N ( s ) 在群 G 中的指数 .口 

定理 7.11( Sylow 定理）设 G 是有限群，其阶„ =， • m ， 其中 p 为素 
数，那么存在 G 的子群 H 使得 | H | = 

证明对 n 作归纳.设 C 是 G 的中心.由命题 7.7 可设 C 參 G . 若 
p \\ C \, 由引理 7.6 知 C 中存在户阶子群〈 a >. 当然< 是 G 的正规子群. 
考虑商群 G = G /〈 a >. 由归纳假设知 G 中存在 〆 - 1 阶子群 H . 记 H 是 G 到 

G 的自然满同态之下的完全原象.那么 H 是 G 的子群，且丨 = |< a )| - 
\ H \ = P - P r ~ x = P \ 即 H 为所求的子群.设 设 C ,, ? - = 1,2,-, 

f ，是 G 的所有不同的共轭元素类.注意元素的共轭关系是一个等价关系，故 
G 等于所有 C ,. 的不交并.从而 

t 

” = |G| = UC/| = wi + … + w” (1) 

i = I 

其中 〜= I C , I 二1，2,…，易见《, = 1当且仅当 C , 由一个 元素仏 组成， 
而后者当且仅当 g , 是中心元.于是 （1) 又可写成 

+ + ( 2 ) 

其中5>1且对每个1<_;<5存在某个共扼元素类(：,.使得％ = | C , 丨> 1. 
由 P ^\ c \ 知存在某个 m , 使得户卞 m ,. 取共辄元素类 C , 使得 m , = | 丨 . 由 
引理 7. 10知存在 G 的子群 N 使得 | C , | = [G : N ]. 故由 p ^ m y 和 ， m 
= | G | =\ N \ . [G : N ] =丨川 . m , 知 ， I | N | . 然而 m , > 1 蕴含着丨 N | 

< | G | . 故由归纳假设知存在 iV 的子群 H 使得 | H | 二 〆 .当然 H 也是 GW 
P r 阶子群 .□ 

证明中的 (2) 式称为有限群 G 的类方程. 

推论 7. 12 G 是有限 f -群，即 G 是有限群且每个元素的阶是素数 p 
的某次幂，当且仅当 G 的阶为 p 的幂 .口 

上面的定理即是著名的 Sylow 第一定理.它肯定了有限群 G 的阶为素数 
P 的幂的所有子群中存在极大者，称为 G 的 Sylow p - 子群.关于 Sylow p - 
子群的个数以及它们之间的关系，有很完整的结果.我们下面叙述这个群论中 
非常漂亮的结果而略去证明，供读者欣赏. 

定理 （ Sybw ) G 是有限群，其阶 n = 〆 . m ， 其中 p ， m 魏， p 是素 
数，则 
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1) 群 G 中存在有£个8 7 1(^/ ? -子群，即阶为 〆 的子群，其中 Z m ， t 

=1 (mod p ); 

2) 群 G 中所有 Sylow p -子群彼此共轭，即所有 Sylow p -子群组成一 
个共辄子群类. 


练习 

1. 设 G 是/>阶群，其中/>为素数.证明：对任意 a G G , 若 a # e , 则 G = < a >. 

2. 设 G 是群，证明： G 的指数为2的子群 H 为正规子群， 


3.设 p 为素数. 

1) 设 Z p = 1[!]|纟=0，1,2广*,/)-1丨是模/)的剩余类加群.在2 /) \ |[0]| 中定义 
乘法[«■][』•] = [y ]. 证明： Z fi \ I [0] !在此乘法之下构成一个 p - I 阶群； 


2) ( Fermat ) 证明：对任意整数 a ，有 V = a (mod p ). 


4 .设 S 是有限群 G 的子集 .记 O(S) = lgSg- l \ge GUP O(s) 是 G 中所有与 S 


共轭的子集的集合.证明： | o ( s ) 


[G : N ( S )]. 其中 I 0( S )| 表示集合 O ( S ) 中元 


素 的个数 I 


§8有限交换群的结构定理 

本节中我们将看到非常漂亮完整的有限交换群的结构定理.由之我们将 
具体地理解到，什么是群的结构理论. 

在本节中 G 表示交换群，群的运算记作加法“ + ”，简称 G 为加群. 
在加群 G 中我们已经知道 ng (g e G,n € Z ) 的意义.我们可以把它 
解释成 Z x G 到 G 的一个运算 • ，即规定 n • g = ng . 这个运算 • 显然满足 
下列 性质: 对任意 g,/i € G ,n ,m G Z , 有 

Ml ) n • (g + k ) = n * g + n ^ h ; 

M 2 ) (n + m ) • g = n • g + m • g ; 

M 3) ( nm ) • g 二 n * (m • g ); 

M 4) 1 • g = g . 


这样，我们眼中的加群 G 就变成一个和数域 F 上向量空间 V 相类似的对 
象了，只不过在向量空间 V 中谈论线性和时其系数取自数域 F , 而对加群 G 
言 ，我们也可以谈论线性和 

wj • gi + + m s * g” 

但系数只能取自整数环 z . 

把加群 G 和向量空间 V 的类比是很有好处的.例如向量空间 V 的基本 
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概念、两个向量集等价的概念等都能很容易地移植到加群 G 上来. 

设子集 H = I / M ，…，/|,丨 e G ， 而规定 

Z • H ~ \ • hi + ••• + %• h t I , G 2,1 ^ ^ , 

易见 = 〈 H >， 即 l ./ f 就是 H 生成的子群.并且当 H = l gl ，…， g ，丨是 
m g 的生成元集时， 


G = Z • H = 1 • gl + … + ! • g,. 

下面的概念在结构理论中起着重要作用. 

I 

定义 8.1( 内直和的定义）设 G 是加群，而戌，1 < / < i 是6的子 
群•若 

1) G = JF ^ + …+ ftT f ，即每一 g 都可表成 + …+ , h , € H ,. 

2) 若对任意 g G G ， 由兮= 十…十 h t = h ' x +…+ h' t , h ^， h、G H ， 

必有 ft ; = h、，i = 1, …，〖，亦即这种表示法是唯一的. 

则称 G 是子群％，…，叶的（内）直和，记作 G =仏 ㊉ 味 ㊉ … ㊉ 托，此时 
也称 G 可分解为子群 ，…， H £ 的直和. 

显然，群的直和与向量空间的直和是很类似的概念. 

将下面常用到的一些事实，写成 
引理 8.2 在加群 G 中， 


1) 若元素 g 的阶为 I 而 （ z , s ) = 1，则汉的阶亦为/且 < g 〉 = 〈艰〉 • 

2) 若元素 g 的阶为《，而 h 则呢的阶为纟/是. 

3) 若❸+…+ 二0且 g , 的阶 i = 1，2,…， m ，两两互素，则每 

个承= 0. 


mm nm 


w 


对任意 -1， 由（之 


) 


tmS 


设知 LA = 0. 又由 ( m ) = 1知 g , = 0. 即 gi 




82 




8m -1 


o •从 


而也有= 0.匚 


命题 8,3设 G 是有限加群， 丨 G 丨 = n = …其中 A 是不 

同素数.则有 

1) G =的 ㊉ … ㊉ 杜，其中是/>,-群，/ = 1 ，…， z ; 

2) 若 G = G , ㊉ … ㊉ G , = ㊉ … ㊉ G ',， 其中是久-群， 

/ - 1，…， r ， 则对任意 f ， 有 G , = G 、. 


证明 1) 雌意1 < f “令《, = P 广，…士化= 


I 8 ^ G | 发的 


阶是 A 的幂丨 • 那么易知 H , - \ g G \ n { g ~ 0| . 易证是 G 的子群.从而 
易知 Hi + jF ^ + …+ 托= {/ i l + / i 2 + … + \1 办= 1，2，*..,^|是0 


• 48 • 


第二章群 


的子群.任取 a G G ， 注意到…， r , 的最大公因子是1，由初等数论知, 


存在整数 


t 

h ，… 4 使得 2 

i — \ 



^ b { . 由 G 的阶为” 知⑽ = 0.故”丸 = wfl = s^a =0，即6, G ， i 

i - - 1 

= 1，2 ,…， l 故 a G //! + H 2 + … + 于是 G = + … + jFf ,. 由定义 

知 H , 是九-群•这就证明了 1). 

易知定义 8. 1中的 2) 等价于：若心+…+ 圮 = 0,这里 / i , 6杖，则必有 
hi = 0, / = 1，2,…， z . 而由引理 8.2 3) 知这是成立的，因为 A , 的阶为凡 

的幂，而它们是两两互素的.故 G =仏 ㊉ 味 ㊉ … ㊉ 杖 .口 
上命题把有限加群的研究归结为对有限 P -加群的研究. 


设 G 为加群且 | G | 


P ' P 是素数.我们想更精细地分解它. 


如果 G 


g 


) 


Zg 是循环群，则 G 不能再分解，因为若 


G = Zg = Za © Zg 2 f I ^gi I = p m ^ , I Zg 2 I = />讲 2 , m , < < m 9 

则 p m 2 G = o, 这和 g 的阶是相矛盾.这样从直和的角度来看，循环 p -m 
是最基本的构件了，它相当于向量空间中的一维空间. 

因而最好的结果将是把 p -加群 G 表成循环群的直和. 

假设我们有 


G 


2。® 


» • • 


㊉ 


我们想知道 lg !, “ •，以 I 这个 G 的生成元集在 G 的所有生成元集中有一些什 
么特殊的地位和性质，从而能使我们利用它把这个特殊的生成元集找出来.和 
向量空间的基相比较，容易想到这将是元数最小的生成元集.另一点将想到的 


是仏 的价 组成的集合丨户 




该有点什么“极端”的性质 


设1心，一，心1， 丨 / M , …，丨是 G 的两个元素个数相等的生成元集，其 
相应的阶集依次为 Ip ' …， 〆 •，沁丨，如果 

m ! + "* + ? n k < ^ 

我们就说生成元集丨☆，•••，☆!小于生成元集 I / m , …，心丨. 

命题 8.4 G 为有限 p -加群， | G | = 〆 ，则有 

1) G - Z gl ㊉ … ㊉ Z 心， 

2) 若 G = ㊉ … ㊉ =為！ ㊉ … ㊉ ，则必 k = s 且适当重排 

脚码后有 Zg ; 三 Z / i ; ， i = 1,…，是 • 

证明 1) 显然 G 有有限生成元集，因而有元素个数最小（说是 A ) 的生 
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成元集，在这些元素个数最小的生成元集中，必有一按上面规定的大小关系是 
极小的生成元集，任取其中一个，记作其相应阶集为！纩％ …, 


p 


对生成元集言，显然有 ： G 


2 尺 1 + 


»» ♦ 




今证 G 


仏1 ㊉ 


_ ♦ • 


㊉ 


用反证法，若不然，则有（不妨设为三项） i < j < t . 


hgi + hsj + hgt 




0, / 品， / 成， / 晶都不等于 0 


⑴ 


若 A 不被整除，此时/,和^的阶互素，则有 


hgi 


1 jSj 




^gi ^ Z(/^) ^ Zgj + Zg t , 

上式中第一个等号的根据是引理 8.2 .这时从元数最小的生成元集，…， 


后仍是生成元集，这是不可能的 


整除，设 （ U ,/,) 


〆 /，其中户与/互素， 5 >1，则（1)可改写成 

P s ( ^ igi + ^jgj + ^tgt) ~ 




m t 中必有一个不被 p 整除，不妨设为 


这时由引理8,2， 讲成 和 


的阶相等，都是考察元素集 


M 


gir -, gj ^ t 9 g j 


^tgi 



m } gj + m 名 + i … ，啟 L 


重复上面讨论，可知 MSG 的生成元集，其元素个数为 I 仍是最小元素个 


数者.另一方面， p s m ) g } 


Ijgy =^0因而 〆 < 〆 ， ， 但 fg’j = Oyg'j 的阶 S , 


这样按上面规定的次序，应有 
g k \ 的选择是矛盾的.证完 1). 


M ， 


2) 设 Z gl ® 




㊉ k 


Z / i, ㊉ 


• 4 « 


㊉ Zh s , 对 A 的个数6作归纳法. 


1时，由于 P -循环群不能再分解，故 


1且 Zg 


Zh t 


C ； •设6 > 1, 


且不妨设所有 g , 中以 的阶最大 ，记& 的阶 为户' 易知所有 I 的阶中的最大 
数也是否则用前面证明 P -循环群不可分解的方法可得出矛盾.下面写 
出元素 gi 用元素\表示的表达式： 


gk 




I \ h \ + ' + IJi 


S » 


⑵ 


不妨设是圮中所有阶为，的元素，则它们在 (2) 中的系数 

= J,J + 1 ,-， S , 不能都被 P 整除，否则沿的阶将小于 . 不妨设 ( l ” P ) = 
1,这时使用上面用过的方法,读者可以证明 


G 二 叫 ®2 A 2 ㊉ 


•蠢嘸 


㊉ Zg k . 


另一方面，我们有 

G = Za ㊉ Z 心 ㊉…㊉ UZ&. 

考察商群0 = G / Zg , 兰 Z gl ㊉ … ㊉ ZgH 兰2幻 ㊉ … ㊉ Z ；^, 利用归纳 
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法假设，便得是 - 1 = s - 1,并且适当调整脚码后，有= 1，2,…, 
是- 1. 另一方面， 心和 / I ,=心同为阶为圹的元素，当然也有 Zg k ^ Zh k . 定 


理全部证完. □ 

上述两个命题说明，任意给定的有限加群必是阶为素数幂的循环群的直 
和.应该看一下问题的另一面，即存在性问题：是否存在有限加群，它是，例如 
说，4个8阶循环群和7个125阶循环群的直和？为了回答这个问题，我们引 


入 

G - 

G : ， t 


定义 8.5 (外直积的定义）设 G f ， 


1，…，〃，是（任意）群，令集合 





x 


• ♦鲁 


x G „ ,而规定集 G 中的一 1 个二兀运算如下：对 gi , hi G 


1，2, 


，规定 


(gi ，幻，…，发 n) • (hi ， h 2 , …， hj = … ， g n h n ) ， 

这里&九当然是按群 G , 中的运算得到的乘积.直接验证 （ G , •) 是一个群，称 
之为群 G , ， i = 1, **• , «的（外）直积，记作 G = Gi 0 G 2 ③ G 3 ® …③ G „ • 
特别，当所有 G , 是交换群时，易见 G = A ® G 2 ( g ) …③ G „ 也是交换群.我 
们常把 G 写成 G = A ㊉ … ㊉ G „ 而称之为加群 G , 的（外）直和.这时 G 的 
运算记作加法，而写成 

( 茗 1 ，茗 2,… ， A) + (h^hh … ， h n ) 


= (gi + hi , g 2 + h 2 r 

当然 g t + h 是指按 G 的加法得到的和.令 


gn 


hj ， 


G 


!(0 ， .“ ， 0,g,,0r“ ， 0)lA6G,| 


易见 CT f 是0的子群， cr , 兰 G ;， 且按定义 8.1 有 G 是其子群/ = 1, 
2,…，《，的（内）直和.在这个意义上内直和，外直和是互通的，虽然内直和概 
念是属于结构理论的，而外直和是属于构造理论的. 


上面的讨论肯定地回答了刚才所提出的关于有限加群的存在问题. 
总结以上我们有下面这个漂亮的结果. 


定理 8.6( 有限交换群结构定理）有限加群 G 可唯一地分解为素数幂循 
环群的直和，即设 | G | = pr 沖 2 m i … / A 是不同素数，则 


1) G = ㊉ … ㊉ G 1 Si ㊉ … ㊉㊉…㊉ ，其中 G & ■是阶为/?广" 

的循环群； 1 

2) 自然数集 ( pr '-' prv .’ prv . u 由群 g 唯一确定. 
这是一个很值得玩味的结构定理.你可以把它和算术基本定理相比.那里 

表示任意整数的基本构件是“素数”，构造方法是“乘积”，而这里则是：表示任 
意有限加群的基本构件是“素数幂阶的循环群”，构造方法是“直和”.在整数论 
中，自然数 n 的分解是72 = pr ' Pz 7 p t ' 则在交换群论中，有限加群 G 
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的阶 IGI = ” 的分解将是: 

| G | = n = 乂 〜…… pXv 
如果把《的因数和 G 的子群相类比，虽然我们不能用此结构定理找出 G 的所 
有子群，然而利用它却可容易地再一次证明下面 

命题 8. 7 G 是有限加群 ， j G | = w 而 w |w . 则 G 中必有阶为 w 的子 
群 •口 


下面留给读者的是一个大习题，用这里的方法去证明线性代数中我们熟 
悉的矩阵的 Jordan 标准形的存在性•这是很有意思的事：有限加群的结构定 
理和矩阵的 jordan 标准形的存在性是相通的，这里的关键是模论的语言. 

以下用尺表示整数环！或数域 F 上一元多项式环 F [ x ] (如果你能有抽 
象环的概念，可把 K 理解为有单位元1的环），说成： R 是环， 

定义 8.8 R 是环， M 是加群，还有一个 R x M 到 M 的运算 • ，如果此 
运算 • 满足下列条件••对任意 

Ml ) a * ( u + v) = a * u + a * v ; 

M2) {a + b) % u = a m u + b 9 u ; 

M 3) (ab) • u = a * (b * u) ; 

M4) 1 • u = u . 

则称 M 为环 J ? 上的模，记作尺-模. 

例 i 有限交换群（；，依本节开头的解释，可看成是 Z - 模. 

例2设 丁是 复数域0上 n 维向量空间 V 的一个给定线性变换.利用这 
个： T , 我们规定 OU ] x 7到 V 的一个 运算. ••对任意 fix) € G[x] f v € 

V , 

f{x) • v = f(T 、 v, 

即规定 f(x) - Z ； 为 P 在线性变换 /(了） 下的象.直接验证知，在此运算下加群 
V 成为 0[ JT ] -模 • 

和加群的子群、商群，直和、同态等概念类似，我们可以定义尺 - 模 M 的 
子模、商模、直和 、 同态等概念.先引入一个符号： N 是 R -模 M 的子集，规定 

R • N = \a i u l + + a n u n | V ^ R 6 N, V « € H \ 9 

即 R • N 是以 R 中元素作系数，] V 中元素的一切线性和的全体. 

R -模 M 的子集 N 称作 JVT 的只 -子模，如果 K • NC N (此时 N 当然 
也是加群 M 的子群）. 

若 N AR ■■模 M 的 i ? 〜子模，考虑商加群 M/N = U + N 9 u e MK 

规定 I ? xM/iV 到 M/N 的运算 •： a * (w + N) = a • u 十 N，a 6 R 9 u ^ 
M . 直接验证可知，这个规定与陪集 u + N 的代表元素 w 的选择无关，即若 




则必有（证明！) 


u + M = v + M, 


a*u + M = a m v + M f 

也就是 ■ 的确是一个运算.直接验证知，关于此运算•，加群 M / N 成为尺 - 
模，称之为 i ? -模 M 关于 i ? -模 N 的商模. 

读者不难给出关于 i ? -模的内直和和外直和的定义. 

2-模 M 的元素&的阶规定为非零整数集 U N • a = 0丨中最小正数. 
容易证明元素 W 的阶是自然数，是唯一的. 

C [ x ] -模 V 的元素 1 ；的阶规定为首项系数为1的多项式集 
\ f ( x )\ f ( a :) • v = 0\ 中的次数最小者.容易证明元素的阶是首1多项式， 
是唯' 一 的， 

把有限交换加群结构定理的证明，用模语言写出便可证得下面的 
定理 A 设模 M 满足下面两个条件： 

a ) M = Z - M , N 是一个有限集（就是说 ,2 -模 M 有一个有 

限生成元集，或 M 是有限生成 的）； 

b ) 存在正整数 n 使得对任意《 G M , 有 n u = 0 (就是说，1-模 M 是 
一 个周期 Z - 模）. 

则 Z - 模 M 可唯一分解成二 1,2,-,^ 的直和，其中元素《，的阶是素 
数幂. 

因为上面定理中关于 Z - 模 M 的讨论用到的关于 Z 的算术性质，如唯一 
分解定理，对互 素整数 m ， n ， 必有 整数 s ， t 使得 sn + tm — 1 等等 ，在0[ ] 
中都相应的成立，因此把这个讨论平行地对 0[ x ] -模 V 进行，便得到下面 
定理的证明. 

定理 B 设 ◎[•!■]- 模 V 满足下面两个条件： 

a ) V = Q [ c ] - V,U 是一个有 限集； 

b ) 存在非零多项式 / u ) 使得对任意 e v , 有 f ( x ) • v = o . 

则 0[ x ] -模 V 可唯一地分解成 0[ x ] • v if i = 1,2,…， S ，的直和，其中元素 
Vi 的阶是不可约多项式（一次多项式）的幂. 

结合线性代数中的知识，把定理 B 应用于上面的例2,便得到关于矩阵的 
Jordan 标准形的存在性. 

练习 

1.设 G 是群（未必交换），是 G 的子群，如果满足： 

a) G = H X H 2 - H„; 

b ) 对任意 hi . h'i 6 H i9 i 二 1，2, I ， 有 （h ，…， IMA 、 ，…， 二 
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c ) 若 


g = gig 2 …心 


g \ g 2^' g ’ f " 其中 g ^ g \ ^ H !， 


1，2, …， 《 •则仏 


g r 


1 


1 ， 2 , …， n ■ (此时 称义是 ^ ■在/ ^中的分量 .） 


那么称 G 是子群氏，// 2 ，…，乩的内直积•证明：如果 G 是子群，…，的内直积 
那么 


1) 对任意心€汗和〜6 若 i # j ， 则 

2) R 是 G 的正规子群. 


hJi 


3) 若 h , f 2 ，…，乙是1，2, 


的一个排列，则 G 也是 H , ， …，的内直积 


4} 定义象： 


G 


g 


H ： 


gi ( & 是发在 上的分量）, 
并称灸是 G 在杖 上的投影.则投影 A 是群的满同态且 Ker ^ 




H 


• « • 






H, 


2. 设群 G 是子群，… ，氏的 内直积.记 G = H 屬 H 2 0 …❺是群 H 


H n 的外直积.令 


彡： 


G 




(〜，••• y h n ) 


G 

… I 


证明：#是群同构对应. 

3. 设 G 是群，是 G 的子群.如果 G 是旰和 H 2 的内直积，也是和 
出的内直积.证明：有群同构叶兰 H \. 试举反例说明，通常的=只、不成立. 

4. 设群 G 是循环子群<&〉，*••，< 的内直积.如果每个&的周期 m , 关⑺且 m t ， 
m 2 ，…， m „ 两两互素，证明 G 是循环群. 


§9单群 

在这一节中我们继续研究有限群 G . 研究一种从结构角度来看最简单， 
最基本的群类. 

定义 9.1 一个群叫做单群，如果它不是恒等元群且没有非平凡的正规 
子群. 

在前面我们已经知道，一个群 G 的同态象必是 G 的商群 G / H ， H 是 G 
的正规子群.对于单群 G 来说，其正规子群只能是 M 和 G ， 这样单群 G 的 
同态象就只能是由一个恒等元组成的群 M 以及 G 本身.同态象（可以想象 
为 G 的粗略模型）如此简单，说明群 G 的结构也会是相应地简单的.因而单 
群可看作一个“最简单”的群类. 

另一方面，任取一个有限群 G ， 设其阶为 W > 1.令 

n G - | g 中所有阶小于 n 的正规子群丨， 

显然它不空，因为正规子群 U 丨是它的一个成员.这样在中必有一个阶最 
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大的正规子群（可能不只有一个）.取其一，记作 H ，| H | = m . 由对 H 的选 
择，我们知道在队；中不会有真包含 H 者，即不存在 G 的正规子群 X 满足 




( 1 ) 


今考察商群 G / H . 由 （1) 以及定理 6. 5知 G / H 是单群.现在假定 （ a ): 我们知 


道所有的有限单群.由于丨 H 


< 


至少从数学归纳法的角度（即假定 


阶小于丨 G | 的群为已知，而来研究群 G ) 来看，又可以认定群 H 是已知的. 
再假定 （ b ): 如果 H 是已知群而 G / H 是单群，我们有办法把群 G 完全确定下 
来，即知道 G 的一个正规子群 H ， 又知道其商群 G / H 是单群，我们便能知道 
G 本身.这样，只要假定 ( a )，（ b ) 成立，那么一切有限群就在我们的掌握中了. 

上面的分析，说明有限单群在有限群类中起“基本构件”的作用，而 （ b ) 在 
有限群论中起“基本构造方法”的作用.虽然 （ b ) 至今仍是假定，并没能很好的 
解决它，但有限单群的“基本构件”的重要意义是可以肯定的. 


命题 9.2 




个（有限或无限）群 G 没有非平凡子群当且仅当 G 是恒等 


元群或同构于2^ p 是一个素数. 

证明 如果 G 9^ ! e } ,则有元素 a G G，a # e . 子群 、 a ) f M , 因而由 
假设 G = < 再由前面关于循环群的结果便得命题, □ 


命题 9. 3 —个交换群 G 是单群当且仅当 G 兰 Z p ，/> 是素数 .□ 


寻求所有的非交换有限单群，经过几代人的努力，在 20 世纪 80 年代终于 
完成了：有两系列单群，这就是 w 元交代群 A „, n > 5 和所谓 Lie 型单群 

-些由矩阵组成的群.在这两系列之外还有 26 个有限单群——常称为散 

在单群.例如其中之一称作魔鬼群的阶为 2 46 • 3 2G ■ 5 9 • 7 6 . II 2 • 13 3 • 17 . 19 
• 23 • 29. 31 -41 *59*71, 约为 10 54 •有限单群的完全分类是 20 世纪数学中 

巨大成果之一，充分展现了有限群论的美妙以及人类智慧的高超. 


下面我们证明 A 5 的单性以及 Lie 型单群中的一个例子. 

首先看一下在 n 兀对称群 S n 中，一个 f _ 轮换 i 2 … / t ) 在置换 
2作用下所得的元素，亦即 - “)芝 具有什么样子.设 

M h … U 

>i h h 




则直接计算可知 




« ♦ ♦ 




Jt )2 

• 蜃 

n 艺 2 


jt 


G … i t ) 
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l 2 

)2 



■ 

Jt 



=(jl )2 … Jt)- 


( 1 ) 


(1) 给出一个很简单很有用的计算规则 .（1) 说明在 S „ 中所有/ -轮换组成一 
个共轭元素类，即在 s „ 中£ -轮换彼此共轭，而与£ -轮换共轭的元素也必 
是£ -轮换.这使我们对“共轭”的概念在具体群 s „ 中有一个具体的，形象的 
感受. 

但如果在 a 5 中看一个元素《的共轭元素时，则要小心一点，因为这时我 
们只能用 a 5 中的置换，即偶置换2去作用 a , 这是在讨论 a 5 中共轭关系时 
要注意的. 


定理 9.4 5元交代群义 5 是一个有限单群. 

证明设 HM 是 a 5 的一个正规子群，而去证明 h = a 5 . 在前面我 
们已知所有3 -轮换是 A 5 的一个生成元集.这样我们分两步去证:先证 ( a ) H 
中必至少有一个3 -轮换，再证 ( b ) 所有3 -轮换也是 A 5 的一个共轭元素类， 
因而 H 含所有的3-轮换. 


易见中除恒等元外只有三种形状:5-轮换,3 -轮换以及两个对换的 
乘积.任取 e 关 a € H ， 若 a 是一个5-轮换，不妨设 a = (1 2 3 4 5). 
取 


计算得 

再计算 



:卜 (3 5 4) e A 5 , 



H 3 

(12 5 3 


4), 


H 3 





(1 

(1 


2 5 3 4)(1 2 3 4 5)' 1 

2 5 3 4)(5 4 3 2 1) 


=(1)(2 4 5)(3) = (2 4 5), 

故知此种情况 H 中必含 3 -轮换.若 a 是两个对换的乘积，不妨设 a 
(1 2)(3 4), 取 


2二 （3 4 5) e A s , 

计算得 

H 3 =(5 4 3)(1 2)(3 4)(3 4 5) = (1 2)(4 5), 

H 9 2 l a 2 - - (1 2)(4 5) • (1 2)(3 4) = (4 5 3). 

即这时 H 也必含有3 -轮换.即 U ) 得证. 




今证 （ b ). 不妨设 a = 2 3)，而去证任意3-轮换 （u z 2 ;3 )与 a 

在 A 5 中共扼.令 



易见 A ，石相差一个对换，故一个是偶置换，一个是奇置换.不妨设其中的偶 
置换为2而计算 

• (1 2 3) • 2 = (^"、，“），2 e a 5 , 

故 （ b ) 得证. □ 

在上面证明中，我们注意到《 = 5而不是 W = 4,这很重要，这提供给我 
们一个回旋余地，使得能从容地选取满足我们需要的偶置换.若 n > 5 ,即提 
供更多的回旋余地，该是更能够作到，即证明： A„， w > 5是单群.但我们不在 
这里讨论而留给有兴趣的读者.另一方面直接验证可知 A 4 不是单群. 

下面讨论由行列式为1的二阶矩阵组成的特殊线性群 SL 2 ( F ), F 是 

数域. 显然 I ± 1丨，1 = ^是它的中心.常称商群 PSL 2 ( F ) = 

SL 2 ( F )/\± 1\ 为射影特殊线性群. 

定理 9.5 数域 F 上的二阶射影特殊线性群 PSL 2 ( F ) 是单群. 

证明我们已知形如 

1 a 
0 1 

组成 SL 2 ( F ) 的一个生成元集•设 门是 SL 2 ( F ) 的正规子群.欲证定 
理，只需证只= SL 2 ( F ). 与上定理的证明步骤类似，我们分三步 去证： 

( a ) H 中包含一个上三角矩阵 A 关土 J , 

( b ) H 中包含一个形如 丨二 的矩阵. 

( c ) H 中包含 (2) 中所有矩阵. 

提醒一下，在计算一个矩阵的共轭元素时我们只能用 SL 2 ( F ) 中的矩阵， 
即行列式为1的矩阵. 

( a ) 的证明任取 H 中的一个矩阵 A = j .可设 c 关0,否则已得 





三角形矩阵.计算 





选 I 使 a+a = 0,这样就在尺中找到（1，1)位置上为0的矩阵,仍记作々， 


而设 A 




由于 det A = 1，故 6 c 二— 




而计算 



如取 u = 2, 可知 P~ l A~ l PA /,而为所 求者. 

( b ) 的证明 由 （ a ), H 中含 A = U ^ |^± 若 a 尹 d ， 取 P = 

(； ~!) mm ^ 


H 9 P l A l PA 


d 




此时 ad-d 2 ^ 0 , 故上面矩阵即为所求.若 a =么由于 det A =以=1，故 
或 a = d = 1，此时 A 即为所求;或 a = d = - 1，此时 A 2 即为所求. 

( c ) 的证明由 （ b )， H 中含^ Yj ， 其中《參0是 F 中的一个特定数， 
先证 h 中必含所有的^ D ，其中 a e F. 任取0关 i € F ， 则 



另-方面，若(： I }， (：：卜则其乘积(： D 及其逆？ 
也在 H 中，这说明 
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1 1 x 

K — X G F 

\0 1 

是加群 （ F ，+) 的一个子群.由 （3) 知，对任意 x，_y 6 i 7 ， 有 - X 2 U , y 2 u 以及 
x 2 u - y 2 u = ( x 2 - y 2 )u 6 K ， 但 F 中任何数都可表为 F 中某两个数 u 的 
平方差（只需取 x + y = l 9 x - y=b 就行了），故对任意6 ,有 bu G K ，亦 



W K = F . 这就说明了 H 中含所有^ 


U ， 其中 e f, 随之 


H ^ 





( c ) 得证. □ 

当 n >3时 PSL „( F ) 也是单群，这里我们略去证明. 

当然 PSL 2 ( F ) 不是有限群，因为数域 F 含有无穷多个数，但如果有“有 
限域” F (这将在下一章讨论），则 PSL 2 ( F ) 将是一个有限群，在对“有限 
域” F 作某些小的限制，我们还知 PSL 2 ( F ) 是有限单群. 


上面的证明中我们看到关于置换和矩阵的很巧妙的计算，数学中很多或 
者所有重大成果几乎都是把反映深刻本质的抽象概念和巧妙复杂的计算技巧 
结合 起来的产物. 


上面两个证明的计算中都出现 


这是知道正规子群 H 中一个 
元素 3 N 而想得到 H 中其他元素的第一个该用到的计算，因而它的一再出现 
不是偶然的.常称之为的换位子，容易看到交换，即= yr ， 当且 
仅当其换位子为 e . 


练习 

1. 证明：当 n >3时，对称群 S „ 中不存在2阶正规子群. 

r 

2. 设 n #4. 证明： 对称群 S „ 的正规子群只有 S „, A n 和 1(1)1. 

§10群的构造，自由群 

群论研究可以分成两个侧面 ，一 方面是对给定的有背景的重要群，如各种 
对象的对称群、置换群、矩阵群（和几何、物理的联系）、有限单群、可解群（与解 
代数方程有联系）等等，讨论群的结构，以及它与其他群的关系（群的表示问 
题）.另一方面是尽可能多地构造出一些新的群来，或者是借助于已知群去构 
造新群，或者就是根据需要去构造新群.常称前者为群的结构理论和表示理 
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论，而称后者为群的构造理论.当然这两者是互相联系的. 

前面我们讨论过的子群、商群，都是从一个已知群获得新群的方法.例如 
从一般线性群 GL 2 ( F ) 得到其子群 SL 2 ( F ), 以及从 SL 2 ( F ) 得到 PSL 2 ( F ) 

等等. 

由两个已知群 K 和依定义 8.5 由它们可以构造一个新的群，即它们 
的外直积 H x K . 

由已知的两个群 H 和 K ， 还可用别的方法构造新群吗？ 

一个我们非常感兴趣的问题是：能否构造一个群 G ， 它以 H 为正规子群 
(即它有一个正规子群与 H 同构）而它关于 H 的商群 G / H 兰 K , 即所谓群 
H 借助于群 K 的扩张问题.这个问题的重要性我们已在有限单群在有限群论 
中起“基本构件”作用的讨论中看到过了.然而这个问题较专门，超出本课范 
围，就不在这里讨论了. 

下面我们来构造自由群. 

著名的 Cayley 定 理说: 一个 n 阶有限群可以看作是《元对称群\的一个 
子群.与此对偶地我们可以问 ：是否 可找到一个群 G ， 使得某一类群中的所有 
群都是这个群 G 的同态象？如果这样的群 G 存在，那么研究这类群就归结 
为研究群 G 的商群，这就和研究有限群就是研究群 S n 的子群有异曲同工之 
妙. 

在前面曾说过，如果有满同态 G — 则群 G 中的一些关系式(例如 M 
= ba )必传递给 G '. 这样上面我们想找的那个群 G ， 必是相当“自由”的群， 
即是关系很少的群. 

这样的群我们已见过，加群2和循环群之间就有这种关系：任一循环群 
都是群 Z 的同态象.下面首先来推广这一结果. 

令2” = ZxZx … xZ (« 个群 Z 的外直积）.这是一个交换群(其运算 
记作 +),n 元组 = (1，0,…， 0)， e 2 = = (0，".，0, 

1)1 是它的一个生成元集. 

命题 10.1 任意由71个元素生成的交换群 G 都是 Z ” 的同态象. 

证明 首先证明 z n 中每个元素可以唯一表示成 

+ + m „ e n , TWj 6 z (3) 


的形式.任取 a € Z n , 则《 




(wj ,0, ■■- ,0) + (0,m 2 , 


0, ••- ,0) + + (0, •** ,0, m n ) = m x e \ + » 12^2 + 


••• + m n e n ，即 <2可表成 （3) 


的形式.若 


t \ e x + t 2 e 2 + ••- + t n e n = m 1 e 1 + m 2 ^2 + *•* + m n e n » 


则有 


(0,*** »0) = (^1 - …+ (G — m n ) 
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= (ti - nu ，…， t „ — m „) ， 

即在群1中有 q - m , = 0.即^ = m , ， i = l ,2，_“， n . 即得证表成 (3) 的 

形式时的唯一性. 

再看由 n 个元素 gl ，…，生成的交换群 G (其运算也记作+ ) .这时 G 
的每一元素 g 都可表成某些 g , ， - g t ，i = 1 ，…， n ， 的和.注意到 G 是交换群， 
我们可以把同一足标的 A ， - &调换到一起，这样就有 

a = m x g x + m 2 g 2 + …+ m „ g „ , m , 6 2, (4) 

即 G 中任一元 a 皆可表成 (4) 形式（由于对仏无进一步了解，表成 (4) 形式时 
是否唯一就不得而知了）. 

规定 


彡： Z n ^ ， G 

m { e x + ••- 4 - m„e„ '~^ m l g l + ••- + m„g„. 

由于 （3) 形式的存在性和唯一性，得彡是一个映射.由于 （4) 形式的存在性，得 
多是满射.至于4保持运算，则很容易验证.合起来就得4是 Z 到 G 上的同 
态. □ 

也许直接用的元素的唯一表示形式 （ Wl ，…， mj 可以使上面证明短 
小一些.但我们特别想看到2” 的这组好生成元^ 


上面的讨论使我们再一次感觉到有限生成的交换群和有限维向量空间的 
类似性：一个是数环 Z 上“向量空间”，一个是数域上的向量空间.这当然有很 
大差距，但还是有相似可类比的一些地方. 

定义 10.2 称群为 Ti 阶自由交换群. 

命题 10.1 说明： n 阶自由交换群 Z n 在一定意义上“控制”了 n 个元素生 
成的交换群. 

现在我们来构造能“控制”所有群的群，即 所谓自 由群. 

这样群该是除了满足群的公理(结合律，有恒等元，有逆元)外不再有其它 
关系的群.我们按照这个思路，从任意一组(有限或无限)符号 Xi = la,b,c, 
… I 出发，把这些符号 a ，6， c ， …看成生成元而去构造一个群. 

再取一组符号 X 2 = U ' ， 6' ， c ' ，…丨（我们设想 〆 是^在将来要构造的群 
G 中的逆元 ) 而得 X = Xi U X 2 = |^2,6,£：，...，£2 / ,6'，(：'广.丨，称义中元 
素为字母.任取 X 中有限多个字母，可以有重复的，把它们按某个次序排列起 
来，便算是一个 X -字.其长度规定为字母出现的次数（计重复数），如 
bccc'bUb a , bca 是长度分别为 9 和 3 的 X -字 . X - 字 tt ; 中的一个相连部 



分称作 w 的子字，例如 6 c 和 ca / 都是上面第一个字的子字.我们特别引人长 
度为零的空字，记作 A . 而令 W 表示所有 X -字及空字 A 的全体. 

任取一个长为 w 的 X -宇 tt ?， 若 w 有形如 a〆 或 a ' a 的子字，我们把它 
拿掉而得一长为 n - 2的 X ■■字.例如上面第一个字中拿掉 cc 、 便得字 
hcb'bbb a .重复这个步骤继续作下去或者得到空字，或者得到一个不含形如 
aa y a a 子字的 X -字叫 • 这时我们称 X -字叫或空字 A 或为字 w 的既 
约形式.这个“拿掉”过程不是唯一的，因而^的既约形式是否是唯一的便是 
个问题了，先看一个例子 


ha b ba c cac 





bab ha c cac 



ha b ba ac 



拿掉过程的确不同，但可喜的是结果相同.我们的直觉是一般情况这也是对 
的.但把直觉变成一个令人信服的说法，常不是一件容易的事.下面命题读者 
可以承认下来而略其证明，也可以看看人家是怎样巧妙地把直觉变成一个说 


约定：经过一系列“拿掉”而把字 u ; 化成既约形式的过程，称为一个简约 
过程. 

命题 10.3 任何一个 X - 字切都有唯一的既约形式. 

证明 对字长作数学归纳法，令 w 之长为 n 而假定其长小于71的任意字 
都有唯一的既约形式. 


若 w 本身就是既约形式，就没什么可证了 •今设 w 不是既约形式，不失 

般性，可认定 


w =… a〆 … (5) 

先看以拿掉上面标出这对字母 C 2 〆 为第一步的简约过程（简记作 2). 对这些 
简约过程，第一步拿掉这个 a ， 后，便得同一个字 Wl ， 它的长小于《，依归纳 
假设，无论再采取什么简约过程，加！都化到相同的既约形式，这样 ， W 经过这 
些过程2化到同一既约形式. 


下面的讨论想说明 ，字加 的任意一个简约过程3都相当于对 w 施行一个 
简约过程 S ， 分两种情形讨论. 

U ) 在简约过程 ❼的第 k 步拿掉 （5) 中标出的这对字母 aa \ 这就是说 
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在前 A - 1步中 （5) 中标出的 a ， 未被触动，这时我们把拿掉 (5) 中 a ， 当作第 
一步，其余再按0去作.这样，我们得到一个简约过程 s . 易见 W 分别经过沒 
和 E 的前々步后便化到同一个字而从 A + 1步起过程0和过程2是完全 
一样的.这就证明施行0和施行 S 是一样的. 

( b ) 在整个简约过程 (9 中始终没有一步是拿掉 （5) 中 a〆 的.但显然它 
们不能保留在最后既约形式中，故必在某一步，说是第々步，拿掉了 （5) 中 a 
或 〆 ，这就是说0的第6步必是下面两种情形之一， 

… a aa 或 … aa a … 


但这和在第々步拿掉 (5) 中标出的 C 2 〆 的效果是完全一样的，这样这种情形就 
归结为情形 U ) 了. □ 

令 F = 丨所有具有既约形式的 X -字，空字 A 丨，任取 F 中两个元素 
，把它们并写在一起便得 X - 字但它可能不具既约形式.用 

^ WiZV 2 ] 表示 WxW 2 唯一既约形式，而规定 F 的运算为： 

u)i • VU2 = [ rviuu 2 ] ♦ 

今证 

定理 10.4 ( F ，_) 是一个群. 

证明 （ a ) 结合律•设， u ? 3 € F ，则 

(^i * w 2 ) # w 3 二 [[ f iv\w 2 ]w 3 ] , 

W\ • ( W2 • W^) = [tv t [ U >2 ^3] ] • 

易见两等式右侧的既约形式都等于 X - 字的既约形式，这是因为 
第一个是先在 te ; 3 的 tv x rju 2 部分上简约，而第二个是先在的 

部分上简约，而由命题 10. 3,一个字的既约形式是和简约过程没有关系 
的. 

( b ) 易见空字 A 是恒等元. 

(c) 若 w 6 G , w = x：y … z 具有既约形式，其中，例如 x 是 a 或 a' ，约 
定当： r = a 时/ = /而当 x = 〆 时〆 二 a •作 u/ = 之 … y’x’ ， 则知 u/ 
也具有既约形式，即€尸且 

w' * w = [ 之、 " y'jo xy*^ z] = A 9 

w * u/ = [xy … zz' … y x'] = A t 

即定理得证. □ 

易见群 （ F ，•） 以 Xi = \a f b,c,-\ 为生成元集，而 其中 〆 = a'b ， = 
b l , 等等.以后我们将把 F 中的，， 6' 等直接写成 0^,6 — 1 等. 
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定义 10.5 称 （ F ，•) 为自由群•称 X ! = U ，6， e ， …丨为自由群 F 的自 
由生成元集. 


定理 10.6 任意群 G 都同构于一个自由群 F 的商群. 

♦ 

证明任取群 g 的一个生成元 集 /i = e a .这总是存在的，至少 

a = g 是 g 的生成元集.相应地取门，而令以 x 为自由生成元 


集的自由群为 F . 由自由群的定义知 F 中的元素可唯一地写成既约形式 
y t - y t ^ ,其中: yi 是 a 或: t 〆 1 ， 我们规定映射 

1 2 m / / i 


♦ : F 


G 


I m 




其中 



易见- gi , H ^ x ) - g r l , 而实际上#的实质就是先让: r , 





1 


g t l 然后再把它扩张到既约形式火…％上去.由于 F 中元素唯 


表成既约形式，故彡是一个映射，由于 G 中元素表成某些生成元及其逆的乘 
积(这当然不是唯一的）时，总可选定一种形式，其中不出现或 d 

因而把此乘积中 gjgr 1 ) 换成 x f ( x 7 l ) 时便得到一个具有既约形式的 x - 
字，即 f 中元素，故知#还是满射. 至于 ♦ 保持运算则是显然的，即得#是 F 
到 g 上的同态. □ 

这样，对任意群 G , 都有 G 兰 F / H ， F 是自由群， H 是 F 的正规子群，从 
而给出了一个构造具有给定关系的群的办法. 

由于一个群 F 中的一些(有限或无限个）正规子群之交仍是正规子群，给 
定 F 的一个子集 S 必有一个含 S 的最小正规子群 称 H 为 S 在群 F 中生 


成的正规子群，记作 H 




( S ). 


设 F 是自由群， X = U,6 ， C, …丨是 F 的自由生成元集.任取 F 的一个 


子集，即由一些具既约形式的 X -字组成的 S 


9 


U , V 


■ ♦學 


U 令 H = ( S ) 


而得 G = F / H . 此时我们称群 G 是由 X 和 S 所定义的，并表成 G 


< X 


8 >，其中 X 称为群 G 的生成元集， S 称为群 G 的关系集，等称为定 
义关系式. 


若 G = F/H ，而一个 X -字，例如说是， aabcaHH ， 则在 G 中显 
然有关系式 

aabca~'b — ' 二 e (G 的恒等元）. 

这时我们自然称 aabca ' b - 1 为群 G 的一个关系.这样正规子群 H 中的元素 
都是群 G 的关系.另一方面，若对 X -字= e 是群 G 的关系式，则显然 r 



• 64 • 


第二章群 


e h . 我们当然愿意知道最基本的关系，亦即其他关系可由它们推出.若/1 = 
( s )， 则 s 就是一个基本关系集，因为 h 中元素可通过 s 中元素，及其共轭元 

素以及它们的逆元的乘积来表示.正规子群的生成元集当然不是唯一的，因而 
群 G 的基本关系集也不是唯一的. 

如果我们希望有一个有限生成的群，其中任一元素的《次幂都等于 
是一个固定的正整数，就可取 G =〈 是任意 X - 字〉. 

著名的限制 Burnside 问题是问：这个群 G ，即一个有限生成，而元素的阶有界 

的群是否是有 限的. 这个问题是已肯定地解决了，而 Burnside 问题，即问一个 

有限生成的周期群（即每个元素的阶是有限的）是否为有限的，则是否定地解 
决的. 

在第二章讨论一个群的生成元集，以及关于此生成元之间的一些关系时， 
曾留有一个问题:怎样知道这些关系是完全的，即这组生成元之间的其他关系 
都可由它们推出来.利用自由群的概念，可在原则上回答这一问题. 

设群 G 有生成元集 A = 1^,/ € / I ,以及关于这个生成元集 A 的一些 

关系，这就是由一些 A -字^^“…广‘组成的集^二丨 •"丨 •相应于 
集 A 我们取自由生成元集 X = \ x if i e / I ,相应于 A -字…我们 
得 X -字 w m ， I ； ，…， 而得 S = | to ， m , 幻 ， …丨.令 F 是以 X 为自由生成元 

集的自由群，而 ( S ). 依定理 10. 6,我们有满同态 G . 令 K e 4 = 

K . 由于 《（ w ) = w = e ,^( m ) = u = 6，.”，知切，“，幻 等属于 K ， 即 S Q 

K ， 随之 H = ( S ) £ K . 一 般言， H 较 K 集小，若是 ff = K = Ker ^, 即是 
有 F / H 三 G , 亦即 G 同构于一个以 X ( 它相应于 A )为生成元集和以 S (它 
相应于 S ) 为定义关系集的群.这当然就说明了关系集 S 是完全的. 

例 1二面体群 D 4 以 a = p e ，d = 2 tt /4, Rb = r 为生成元.我们已知 

a ， 办满足关系式：《 4 = l , b 2 = l.abab - 1. 为了看一下这组关系式是否完 
全，取自由生成元 * r , 3 ；，而作自由群 F . 令 H 二 ( x \ y \ xyxy ), 由定理 10.6 

有满同态4 : F / H - D 4 . 现在考察是否有 F / H ^ D 4 . 在前面我们已经知道 
1) 4 的阶是8,今计算 F = F / H 共有多少元素. 

在群 F 中，显然有关系式 x 4 = e , y 2 — e , xyxy - e , 利用这些关系易知 

每一丨 x ，_ y 丨 - 字都可化归为 ， x \ ，0 < f < 3的形状，即 F 最多有8个元 
素. 歹的元素当然不会少于8,故得 F 恰有8个元素，多是 一一 对应，因而 
F / H ^ D 4 . 这就说明了我们找到的 D 4 的生成元 a ，6的关系式是完全的. 

下面我们简单介绍一下自由半群 • 它在半群论中起的作用和自由群在群 



论中起的作用类似.因为不像群中要求有逆元，随之没有相消的问题，自由半 
群的定义就容易多了. 

任取一组符号X = |。，6/，."丨，而集3= | 空字△，以及所有 X - 
字 I •在集 S 申引入运算：若是两个 X _ 字，则规定 w ,即 w 

和 w 的乘积就规定为把连结在一起而成的 X -字容易证明，这个 
乘法满足结合律，而空字 il 起恒等元的作用，即 = tv — tv • A 9 对每一 
个 X -字这样 （ S，•） 便是一个带恒等元的半群，称 S 为么自由半群，而 
X为它的自由生成元集. 

设 S 如上，在集 S 中引入一个关系 〜： zv — U 当且仅当 X 中每一符号在 
X - 字 w 和 X -字 w 中出现（不计次序）的次数一样多.例如 abaab 〜 
habaa . 这是集 S 的一个等价关系，并且若 w 〜 u 9 iv f ~ 〆 ，显然有 ww 〜 
ui /， 即〜还是半群 S 的一个合同关系.这样把 关于〜 的等价类作为元素 
看，令这些等价类的全体为 S . 令 w 所在的等价类记作 [ w ], 而规定 S 的运 
算•如下： 

[w] * [ U ] = [ WU ] . 

由于〜是半群 S 的一个合同关系，上面定义与代表选择无关，即若 [ w ] 二 
[• tt /]，[ M ] =[ 〆 ]，可得 [ U ；] . [ M ] = [ ] = [!«/«'] = [ w /] _ [ 〆 ] .易 

见 （ S ，•） 作成一个半群. 

由于对任二 X -字1£；，“，在又-字 tW / 和 X - 字中出现每一符号 

的次数 一 般多，故即 [] = [ UW ] , 这就是说 

[If ] • [ W ] = [ WU ] = [ uw] = [u] 9 [w] y 

即 S 是交换半群， [ A ] 仍是它的恒等元.我们称 S 为么自由交换半群，而 X 

r 

= {[a ] ,[6 ] ， [^] ， …丨为它的自由生成元集. 

你感兴趣的话 ，可以 试着定义半群 A 到半群 B 的同态映射，然后你就可 
试着去证，任意丰群都是某一个自由半群的同态象，而任意交换半群都是某一 
个自由交换半群的同态象.不过我们在此略去这些讨论. 

练习 

1. 设 G 是由元素 a，& 生成的群，其中 a，6 的定义关系为 a 2 = P = e 和 （ 心) 3 二 ^ . 
写出 G 中元素并 证明： G 与交代群义 4 同构. 

2. 设 G 是由元素 a, 6生成的群，其定义关系为 a 2 二 b 3 = e 和 a 6 二 6 2 a . 又设 G 是 
由元素 x，y 生成的群，其定义关系为: r 2 二/ = (yr) 3 = 〃.证明： G 与 G 是群同构. 
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了，这就是这些变换群总是作用在一个集合上的.具体说，设 S 是集 M 上的变 
换群 了 ( M ) 的一个子群，则任取总是集 M 到 M 上的一个 一一 变换, 
即对任意 x G M ， 我们有 5( x ) e M . 如果把它解释为 S x M 到 M 的一个 
运算，也就是令 s • I = six ), 这个运算显然满足下列条件 

A 1) 对任意 5 ’，/l G S , -r G M , 有 S • (A . JT ) = 4 . X . 

A 2 ) 对任意 G _/^!'，£ > 是5的恒等兀，有 e • x = x . 

现在我们把变换群 S G T ( M ) 作用在集 M 上的概念，引到抽象群论中 
来. 

定义 11. 1设 G 是一个任意群， M 是一个集合，设 x 是 GxM 到 M 的 
— 个运算（映射），即对任意 g € Gd € M , 有 g x ：r 6 M ， 如果运算 x 满足 
条件： 

A 1) 对任 意尽 ， /i G G ,x M ， 有 g x (h x jr ) = gh x x . 

A 2) 对任意 : r G M , e 是群 G 的恒等元，有 ^ X x = x . 

则称 M 为一个左 G -集.此时也说 x 给出群 G 在集 M 上的一个作用.当不 
会引起混淆时常简称之为群 G 作用在集 M 上. 

“左”字是强调群 G 是从左侧作用到集 M 上.类似地可定义右 G - 集. 

显然，变换群 S Q T ( M ), 依上定义，作用在集 M 上. 

设 M 是一个左 G -集，任取 g G G ， 可利用之定义 

t a : M - ， M 


X ' - ^ g X X . 

当 g = e 时，易见4是 M 的恒等变换.由于对任意 e G , JC 6 M 有 

(t H t h )(x) = t g ( t h (x)) = t g (h X x) 


得 Z〆 ；! 


t gh . 特别,我们有 


t~ l t 


M 的恒等变换，由之得每 


都是集 M 的一个——变换 ，即& 6 T ( M ). 作映射 




G 




T ( M ) 


S ' 

上面的讨论说明4是群 G 到变换群 T ( M ) 中的一个同态对应.这就是说，知 
道一个 G -集，便可得群 G 到一个变换群的同态. 

反过来，已知同态对应 ♦: G 一 T ( M ). 这时 G 中元素 g •在4下的象 
^( g ) = Q 是集 M 的一个 一一 变换.如果我们规定 g 对集 M 的作用就 是&在 
M 上的作用，亦即 规定： 


g x 了 = ^>(g)(j：) = t g (x ) 9 

可以想象这时 Af 该是一个左 G -集，实际上也确是如此，即有 
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g X (h X -c)= g X (t h (x)) = t g (t h (x)) = (t g t h )(x) 

=t gh (jc) = gh X x. 

这就证得 Al ), 上式的推导中，除是用到已知条件： 0 是同态对应 
外，其余每一步都是按照定义推出的 . A 2) 之成立则由于？ Ke ) = ~是 7 XM ) 
的恒等元，亦即是集 M 的恒等变换.这就是说，知道一个群 G 到变换群的一 
个同态，便可得到一个左 G -集. 

总结一下就是，寻找群 G 到变换群的同态对应（这也就是群 G 的变换群 
表示问题）和寻找 G -集是一回事 .G -集似乎比群 G 到变换群的同态更容 
易掌握一些. 

在具体群类中，集合的变换群和向量空间的线性变换群占有特别重要的 
地位.任意群 G 和变换群（或线性变换群）的同态关系，就是 G 的变换群（或 
线性变换群)表示问题•特别是群 G 的线性变换群（即矩阵群）表示问题，是群 
论中很重要、很感兴趣的问题.上面我们把前者归结为寻找 G -集的问题，用 
的方法是把变换群对集合的作用推广成抽象群 G 对集合的作用.如果把线性 
变换群对向量空间的作用，推广成抽象群 G 对向量空间的作用，你该能得到 
“ G - 向量空间”的概念，随之，仿上，你该也能把寻找群 G 的线性变换群表 
示问题（由于它的重要性常称为群的表示理论）归结为寻找 G -向量空间的 
问题. 


下面我们来寻找 G - 集 .G -集 M ， 或者群 G 和变换群了 （ M ) 的同态, 
都是群 G 与 G 的外部世界的联系.下面将看到 ， G -集 M 完全由群 G 的内 
部结构所确定. 

先看看利用群 G 本身可以作出一些什么 G -集来. 

G 本身就是一个 G -集，为此只需定义群 G 在集 G 上的作 用为： 对任意 
发 ， I G 有 gxi =职.容易验证，在此定义下，我们得到一个 G -集 G . 
其实在前面证明群 G 必同构于变换群 T (( S ) 的子群时，已经用过这个 G - 集 
G . 


设 H 是群 G 的一个子群，考察 H 的所有左陪集组成的集合 G/H = 
\ xH\x e Gl . 这时因为 JFf 不一定是正规子群， G/H —般不作成一个群，而 
只是集 G 的一个商集.规定群 G 在集 G / H 上的作用为： gXxH = gxH ， 容 
易验证, A 1), A 2) 成立，而使我们得到一个 G -集 G / H . 取 Uh 便得到 
上面讨论过的 G - 集 G . 

这样对每一子群 H (无论是正规子群，或非正规子群），我们都有 G - 集 
G / H . 这些就是从 G 本身所获得的 G -集. 
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下面我们来看看，任给的一个 G -集 M 是什么样子. 

为简化符号将把 g X m 记作 gm • 这样 A 1) 就是 g ( hm ) = ( gh)?n ,而 
A 2) 就是 em = m . 只要弄清是对哪两个元素进行运算，便会知道该运算是群 
中的运算还是群 G 对集 M 的作用，而不会引起混淆. 

在集 M 中引入一'个传递关系，说 M 中 x ， y 有传递关系，记作 x 〜： y ，如 
果存在 g 6 G 使职= y . 传递关系是一个等价关系，这是因为由 a = I 得 
工〜 jt ，若 gx =夕则= g Hgx ) = ( g ^ l g)jc = ex = x ， 即有：若 j : 〜 

: y 必有 ^ 〜 I ， 类似地可得传递律. 

任取: M ， 在传递关系下: r 所在的等价类设为 C ^. 易见 Oi = \ gx,g 
6 G |. 从几何的角度去看， Oi 即: r 在群 G 作用下所走的轨迹,今后特称之为 
■ r 所在的 G -轨道，常略去 G 而称之为轨道.例如，我们在讨论有限运动群的 
分类时曾用过 Oi (命题 4.1 的证明）.又例如，如果取 G = ( p e ，d = 2 n/n ) , 
取: r 为单位圆周上一点，则 Oi 为单位圆周上一组 W 等分点，若取^为原点， 
则 0, 只由这个原点组成.这样 M 被划分为 M 中一些不相交的轨道之并： 

M = UO x . (1) 

X 

如果我们了解每一个轨道的情况，则整个 G -集 M 也就在掌握之中了. 

定义 11.2 设 MSG -集 ■ 

( a ) 称0, = \ gx\g 6 G 丨为 M 中点（元素）: r 所在的 G -轨道. 

( b ) 若 G -集 M 只有一个 G - 轨道，即对任意 x 6 M ， 有 M = Of ，也 

就是说， M 中任意两个元素总有关系：^ = e G ， 则称 M 为传递 
G - 集. 

( c ) 称心 = U 6 Gig = d 为 M 中元素: c 的对称群(或稳定群）. 

对 ( c ) 作一些 说明. Si 确是群 G 的一个子群，这是因为，若6 

则由 （《1 容 2 )i = g\(g2^) = g\^ = 以及 A —k = gi Hgi^c) - ex = x 

知 gig ! 及 gf 1 也在 Si 中，故乂是子群.如果用 M 的一个子集 N 来代替 X , 
则可考虑集 


S N 


\ge G\ g N 


N \ 


G , 


其中 gN = IgxUe Nl . 同样可证明 S# 是 G 的一个子群，可称之为 N 的对 
称群.例如，若取 G 为平面运动群， iV 取为一个平面图形上的点集，则 S N 就 
是平面图形 JV 的对称群，这样我们顺便也就把具体直观的图形的对称群的想 
法抽象到一般群 G 和 G -集 M 上来，而使得抽象的 G -集的讨论有一个 
体的几何背景. 


这些抽象对称群 s.,s N 是很重要而有用的，许多群常是作为 SAS N ) 而 
出现的.现在则来给出传递 G -集的结构定理. 
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定义 11.3 设 G 是群， M ， AT 是 G -集，若4是集从到 AT 上的一个一 
一映射，且满足对任意 g 6 G 和 m G M ， 有令、冩饥）二 ^( w ), 则称必是 G 
-集 M 到 G -集 AT 上的同构对应.此时称 G 集 M 同构于 G -集 AT . 

定理 11.4 设 M 是传递 G -集,则有群 G 的子群使得 （； -集 M 同 
构于 G - 集 G / H . 

证明任取定 m e M , 而令 H 规定 

♦ G/H — ~^ M 

• - ^ g?n . 

首先证明4是一个映射，即需证：若 gl H = 则 gl m = g 2 m , 这样 

的象与所用代表元素 g 的选择无关，因而是唯一确定的.由 gl H - g 2 H , 
得 = 邑2九 H . 此时注意到 /zm = w (这是由= S m 的定义），便有 

m — (gih ) m — g 2 (/im ) = g2 m ■ 

再证 0 是单射.设发 f / 1 - *^ g?n , g H ' - 且 =《' m 则有 

{g x g)m = g x { gm ) = g x { gm ) - m , 依 S m 的定义知 g ~ { g r 6 S m = 
H ， 即 〆 6 gH f 随之 g'H = gH ， 即证得多是单射.由 M 是传递 G -集，即 
任意 x 6 M 都可写成形式 x = gm ， 故知參 是满射. 

最后 来证# 是保持运算的.对任意 /，g 6 G 我们有 

x gH ) - ^{{ fg ) H ) = { fg)m = f ( gm ) = f ^( gH) y 

即得证-集 H / G 到 G -集 M 上的同构对应 .□ 

在上面证明中我们是任取 m 6 M , 而令 H = S m , 如果取 M 中的另一 

兀素，比如说是 gm ， 则会是另外一个子群注意到 gS m g ' 1 (gm ) = 
gm, 由之可以得到 

s gm = gS m g- 1 . 

这就是说，在传递 G -集中，不同点的对称群可以不相同，但它们是彼此共轭 
的. 

上定理和 （1) 合在一起说明，只要我们能找出群 G 的所有子群 H 来，我们 
就能构造所有可能的 G -集，因而得出群 G 和所有变换群的所有可能的同 
态关系. 

当 G -集 M 是有限集时 （1) 还给出下面计数公式： M 中元素个数等于 
各轨道的元素个数之和，即 


|M| = SIOJ. (2) 

.r 

这是一个有很多应用的计数公式.不过在此我们不做进一步的讨论，只是用 
G -集的语言，即轨道和对 称群& 的语言再解释一下我们已经知道的事情. 
例1 G 是一个群，这一次用另外一种方式来定义集 = 
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gxg l ig ,x e G . 即规定 g 在集 G 上的作用为 g 所决定的内自同构 7 ； 在集 
G 上的作用.容易验证，这使得集 G 成 G - 集.此时0, 就是 I 所在的共轭元 

素类.当 G 有限时，公式 (2) 就是••群 G 的阶等于各共轭元素类的元素个数之 
和.这个事实我们曾经得到过. 

例2 G 是一个群而 H 是它的子群，如下可把集 G 定义为 H -集：规定 
h x x = hjc ,h H , x € G . 此时 O g = {/i € H ! = . 当 G 为有限 

时，公式 (2) 就 是:群 G 的阶等于各右陪集 Hg 的元素个数的和，这也就是群 G 
的阶等于子群 H 的阶乘以子群 H 在群 G 中的指数. 

例3设0 = GL „( F )， F 是数域. 

1) 令 M 为所有 F 上《 x n 矩阵所作成集合.按下方式把 M 定义为 G - 
集 ： P x A = PAP~\P e G,A 6 M . 这确是 G -集，除显然有 E x A = 
EAE - 1 = A ( E 是单位矩阵），我们还有：当 PM € G,A € M , 

P x (H x A ) = P x ( HAH 1 ) = PHAH ^ P 1 

=( PH ) A ( PH ) -1 = PH x A . 

线性代数中说两个矩阵相似就等价于这里说该两矩阵属于同一轨道，而当 F 
= 0时， A 的 Jordan 标准型就是 A 所在轨道中的最佳代表. 

(2) 令 N 是 F 上所有《 x w 对称矩阵的集合.把 iV 定义为 G -集（留给 
读者去验证 ）： PxA = PAP ' P 7 ' 是 P 的转置矩阵 ， PG G f A G N . 线性代 
数中说两个对称矩阵等价就等于说该两矩阵在此 G -集的同在一轨道中.当 
F = R 时, Sylvester 指标定理是说在此 C ； -集的每一轨道中有一标准代表 

1 

争 

1 

— 1 

E r , s = ， 

一 1 

0 

鲁 

« 

參 

0, 

其中 r 表示其中1的个数而 s 表示 - 1的个数. 

当 F = R 时，单位矩阵£:的对称群 S £ = \Pe GL n ( H )\ PP T = E \ 就是 

n 维正交群，即保持正定二次型心 2 + i 2 2 + … + a 2 不变的线性变换组成的 
正交群. 

如果取 w = 4,而令 
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A = = E 


则矩阵 A 的对称群3& = |Fe GL 4 ( m )\ PAP T = A ? 是 物理中4维时 空空间 

的著名的，也就是保持不定二次型 X 2 + / + ~ t 2 不变的线性变 

换组成的矩阵群，在规范化的意义下，这也就是保持 ^ 2 + / + ^ 2 - c 2 ^ 2 (这里 
C 表示光速）不变的4维时空空间的线性变换群,后者的意义是保持光速不变 
的线性变换群. 

例4设 G 是一个有限群，其阶 n = // m ， 其中 p 是素数，设 M 是集 G 
中元素个数为 〆 的子集的全体，今定义 

g x A = gA 9 g G G,A 6 M , 

由于 M 所含元素个数和 A —样多，故也是 M 中的元素.直接验证可知这 
个群 G 到集 M 上的作用使得 M 成为一个 G -集.用一个很有技巧的办法可 
以证明（略去）：存在 M 中的一个元素 A , 使得 A 的对称群$4就是群 G 的元 

素个数为 〆 的子群，特别，当 />， m 互素时，就是群 G 的 Sybw p -子群. 

练习 

1.设 G 是群， M 是 G 的子群全体的集合.定义 G - 集 M :对任意 g G G 和 M ， 
规定发 x H 二 gHg ~\ 

1) 说明上述定义了群 G 在集合 iW 上的作用. 

2) 证明： H € M 是 G 的正规子群当且仅当 H 的对称群 S H = G , 

2•设 G 是有限群， m 是正整数且 m <| G |， 设 M 是集 G 中元素个数为 m 的子集全 
体的集合•对任意 g € G 和4 € Af ， 定义 g x A - gA . 

U 说明上述定义了群 G 在集 M 上的作用. 

2) 对任意 A G M , 记 S A 是焱的对称群，证明： | S A | | m . 

本章习题 

1. 设 G 是群 . a € G , 任取两自然数 5 ， r 证明 •• 

1) ⑺ n < a £ > = 

2) < a 5 ) • < a f > = {a “气 ■ 

这里 [5, 幻是 s J 的最小公倍数，（ 5 ,0是5，/的最大公约数. 

2. 如果 G 中每个元的阶都小于或等于2.证 明： G 是交换群. 

3 . 设 H 是群 G 的子群，且 H 含于 G 的中心，如果商群 G / H 是循环群. 证明： G 是交 
换群， 



— 

第-章群 



4 .证 明： 阶为/> 2 ( P 为素数）的群为交换群. 

5-设 G 是交换群，且 | G | 二 p — … A ， 其中化， …， A 是两两不同的素数，证明： G 

是循环群. 


6.设 S 是 G 的真子群，证明 G ^ UgSg 

仏 a 


7.设 A ， J 3 是群 G 的两个有限子群，证明 AB 


| A | • | B 

|A n B 


8 .设是群 G 的两个子群，且 H ^ K , 如果 [G : H ] 有限， 证明： [G : H ] = 

[G : K][K : H ]. 

9■设 A 是群 G 的两个指数有限的子群，证明 [G : A A B ] : A][G : B ], 且 

等号成立当且仅当 G - AB - BA , 


10. 设 G ^ ( a ) Mn 阶循环群，求 A ut (G), 

11. 设 G 是群，证明有群同构 G/C 兰 Inn(G ), 其中 C 是 G 的中心， 

12. 设 H 是群 G 的子群，记 M = U € GI 和 T(M) 是 M 上全体变换在合成下 

形成的群（此时记变换的作用在右边）.对任意 a G G， 定义： q : M, Hg —^ Hga . 

证明： 


1) 对任意 a，6 € G ， r a 是 M 上的 一 个变换.且 r a r fe = q ; 

2) 如果定义多： G 峰 T(M), a' ― ，那么參是群同态且 Ked = flg^Hg. 


13,设 H 是群 G 的子群，且 [G : H ] = ；!,证明：存在 G 的正规子群 K ， 使得 K g H 


且 [G : K ] 


14.设 G 是有限单群且非交换，设/>是 G | 的最小素因数.证明：不存在 G 的子群 
使得 [G : ff ] = p . 


15.设« > 2. 证明：对称群的中心 C 平凡，即 C = Uh 

16 ■设 r 二 （G ，… 4) 是的一个£ -轮换，证明： r 是奇置换当且仅当？为偶数. 

17.设 G 是; I 阶有限群， a 是 G 中阶为 s 的元， r a 是由 a 确定的集合 G 到集合 G 的右 


乘变换，即 r a : G - G , g — ga . 证明：集合 G 上的置换匕是！个不相交的5 _轮换 

S 

的乘积. 

18.设 G 是有限群，且 I G I = 2 f m ，其中 t > 0且 m 为奇数•如果 G 中存在2 ; 阶循 
环子群，证明： G 中存在子群使得 [G : K ] = 2. 
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本章主要介绍有关环、域与模的一些基本概念：它们的子系统、商系统、同 
态等等.介绍环、域的一些具体例子：数环、多项式环、矩阵环、数域、有限域等， 
以及构造环、域的一些基本方法.作为整数环1和数域 F 上一元多项式环 
F [ x ] 的整除理论的推广，本章将讨论交换环的整除理论.在学习后者时，请 

读者特别注意推广的过程，熟悉和学会从特殊例子到一般情形的推广方法. 


我们已经见到过许多具体环和具体域，诸如数环、数域、多项式环等.现在 
我们给出抽象环和抽象域的定义. 

定义 1.1 设 R 是一个非空集合，其上有两个二元运算：+ (加法）和 • 
(乘法），如果这些运算满足下面条件： 

Rl ) ( R , +) 是一个交换加群 ( Abel 群），其恒等元记作0 (称为零 元）； 
R 2) ( R f •) 是一个 半群； 

R 3) 乘法对加法的分配律 成立： 

对任意 a ， b ， c 乏 R ，有 

a*(6 + c) = a*6 + <2*c, 

{b + c ) • a = b • a + c • a . 

我们就称 （ i ?， +，*)是一个环.如果环 JR 满足 

R 4)( K , •) 是一个具有恒等元的半群(称为么半群），其恒等元记作 e (称 
为单位元），就称 K 是一个有单位元 e 的环. 

如果环 K 满足 

R 5) 乘法交 换律： 对任意 a , 6 G R ， 有 a • b = b • a . 则称 K 为一个交 
换环. • 

定义 1.2 设 F 是一个有^的交换环.如果对 F 中任意非零元 a ，关于乘 
法有逆元，即存在厂 1 € F 使 a ， 1 = e ， 则称 F 为一个域. 

先看几个我们已熟悉的例子. 

例1设 K 二6 I ，则 K 关于数的加法和乘法作成一个有 
单位元1的交换环. 
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例2 ©[ x ] 表本复系数一兀多项式的全体，则 ©[ x ] 关于多项式的加法 

和乘法作成一个有单位元1的交换环. 

例3令 C [0,1] 表示定义在区间 [0,1] 上的所有连续实函数的集合.对 
f,g 6 C [0,1] 规定 

函数的加法:对任意 ：c 6 [0,1] ，(/ + g )( jo ) = fix ) + g ( x ) ; 

函数的乘法:对任 意1 € [0,1] ,(/ g r )( x ) = f ( x ) g ( x ). 

则 C [0，1] 作成一个有单位元 E ( E ( x ) = 1 )的交换环，其零元为 O 
( O ( x ) = 0 ). 

例4今把上例中函数的定义域和值域推广一下，取任意集 M 来代替 
[0,1], 并取一个一般的，具有单位元1的环 R 来代替实数域，而来考察所有 
定义在集 M 上，在环 K 中取值的函数/的集合仍用函数的加法和函 
数的乘法运算，即若 /，g G 规定 

函数的加法:对任意 X 6 M , (/ + g )( jo ) = fix ) + g ( x ) ; 

函数的乘法:对任意 G M ,(/ g )( x ) = f { x ) g { jc ). 

关于这些运算，作成一个有单位元£： ( E ( x ) = 1 ) 的环•验证工 
作和例3是完全一样的.当 K 是交换环时， R \ M \ 还是交换环.我们简称 
R \ M \ 为函数环. 


如果作一个类比的话，可以说交换函数环在交换环类中的作用，有点像变 
换群（包括线性变换群)在群论中的作用 ，一 旦把一个群解释成变换群,对这个 

群就可以从几何角度去观察它.同样，一旦把一个抽象的交换环解释成函数 
环，则对此函数交换环我们就可以从几何角度（函数的图象）和函数论的角度 


去观察它，而这是很有意义的事* 


例5设从„(1?)表示含1的数环尺上的《 x n 矩阵的全体，则 M„(iO 
关于矩阵的加法和乘法作成一个有单元/ (单位矩阵）的非交换环. 

在数环中我们有诸如 0 - a = a .0 = 0,(— a )(-6) = ab ，（一 a ) • b = 

- ab 等关系.这在一般环中是否也成立呢？ 

先把符号的意义明确一下，设只是一个环，则（只， +) 是交换加群, 
( R , •) 是乘法半群.我们规定 


na = 



(_a) + 


• * • 


+ ( 一 a ) ， 


n 是正整数; 

n = 0; 

n 是负整数， 



其中 - a 是 a 关于加法的逆元（负元），即 a + (-«) = ( - 
这就是乘群中元素 a 的幂 〆 在加群的表示方式.还规定 

a n = a*a •… . a , w 是正整数 


a ) + a 


O . 其实 




和我们在群论中讨论的一样，可证得: 


(m + n)a 


a n - a m 




ma + na , 对任意 


, ( a n ) m 


nm 


， 对任意正整数 n ， m ， 


l ^ -l 


乘群中 ( ab ) 


-(a + b ) 二 — a — b ， 一 {—a 

对任意 n ， m € Z ， a € R ， 


的逆元是 a . 在交换加群 （ i ?，+) 中就成为 
: a ， 一 般还有 

n(a + b ) — na + nb 9 m ( na ) — ( mn 〉 a •若 


环 j ? 有单位元由于 e 


e ， 我们利用分配律可得: 


ne + me 


(n + m)e 9 


me — \ nm 


) e 9 


ne 


(e + 


_ « # 


+ e ) • a = ea + + ea 二 a + ••• + a = na , 



命题 1.3 在环 K 中有： 

l)0 # a = a*0=0; 


(- b ); 


2) (- a)b ~ - ab — a {- b ); 

3) (- a )(-6) = ab ； 

4) 若 R 有单位元 q 则单位元是唯一的 


ab 


证明的方法和在数环中的情况一样.只是这里我们每一步推理，都是严格 
地根据环的定义去作，每一个符号准确地按照环的定义去理解，而不能加入任 
何环的定义以外的“杂念”.例如元素 o , 它就是对 v a e J ? 有等式“ + o = 
O + a — a 的那个元素 O , 而 - a 6 就是和元素有等式关系 a & + (- M )= 
ab ) + ab - O 的那个元素 - 看看定义中是怎么说的，我们就不会出 




ab ) + ab - O 的那个元素- a 
错，而许多基本事实是很容易证的. 


命题 1.3 的证明 1) O + O 




O 


• a 


( O + O ) * a — O * a + 


O - a . 因加群 （只， +) 中有消去律，消去等式两边的 O • a 便得 O • a = O . 


同理可证 


a • 


o 


o . 


2) 欲证 { - a)b 二 — ab ， 只需证明 (- a、b + ab 


O , 因为这将意味着 


(- 和 - d 都是同一元素 M 的负元，它们当然就相等了.由 


(- a)b + ab = ((~ a ) + a )6 = O 






o , 


故得 


3) 和 2) 类似，只需证明（- a ) (- b ) + (- ab ) = 0即可，由 
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( - a ) ( - b ) + ( - ab ) = (- a ) (- b ) 4 - ( - a)b = (- a ) (( - b ) + b ) 

=(-a) * O = O, 

故得. 

4) 这等于要证明乘法半群 （ i ?, •) 的恒等元是唯一的.这和群的恒等元 
是唯一的证明是一样的.留给读者. □ 

这里我们简化一下符号•把环只中的零元 O 用0来表示，把环只中唯一 
的单位兀 e 用1来表示 ， ne，n G Z 就用 n 来表示. 

上面我们看到的，无论是 ne 、 me 彼此之间的加法、乘法运算，也无论是 
«£ ■和环 中其它元素 a 的乘法运算 ： ne • a =⑽二 a . ne ，都说明这些元素 
ne,n ^ 1在环 R 中运算的地位和普通整数 w 在数环中的地位是一样的.这 
就使得这种简化符号，即把 ne 和《等同起来，既合法又方便，我们将这样而把 
全体整数直接看成有单位元1的环中的元素.这里唯一要注意的是，作为通常 
整数，3当然不等于6,但在某个环只中完全可能因而在该环只中， 
3 = 6. 当你把整数 n 看成环 R 中元素感到有些没把握时，那你就把《换成 
去考虑，不清楚的地方就迎刃而解了. 

现在定义子环，商环和环的同态. 

这里你可用两种办法与我们熟悉的事物对比.一种是和集合类比，而把环 
看作是具有两个运算的集合，当我们讨论群时，曾作过这样的类比.另一种是 
和群类比，把环看作是具有一个乘法运算的交换加群，即设想加群是基础而乘 
法是环的“灵魂”. 

定义 1.4 R 是一个环， A 是 K 的一个非空子集.如果 A 满足下列条 
件： 

1) A 是 （ J ?，+) 的 子群； 

2) A 关于乘法封闭， 

就称 A 是的 一 个子环. 

子环 A 本身是一个环，因为 （ A , +) 是加群， （ A ,.) 是乘法半群，在 A 

中也有乘法对加法的分配律，这是因为分配律在尺中成立，因而对属于 A 的 
元素当然也成立. 

易见 A = 10!是子环.这个由一个元素组成的环称为零环.只有在零环 
中加群的零元0和关于乘法的单位元1是重合的. 

R 本身当然也 是环只 的一个子环，不同于 10} 和 K 的子环称为只的非平 




凡子环.和一些子群之交仍是子群一样，我们有 

命题 1.5 尺是环，而2是尺的一些子环组成的非空集合， f | A 是一个 

子环 

和群论类似，我们可以如下定义由环 JR 的子集 S 生成的子环〈 S >. 

定义 1.6 R 是环， S 是只的非空子集.尺中含 S 的最小子环，称为 S 
在 JR 中生成的子环.记作< S >, 并称 S 为 < S > 的生成元集. 

令2是由只中一切含 S 的子环组成的集合.因为只6 2,故2不空.显 
然 fl A 为 R 中含 S 最小的子环.即< S > = fl A . 

Aei 

若只是有 1 的环，则 < 1> 二 \ n t n 6 2(. 这是因为，设 Z = \ rt.n ^ 2 \, 
一方面（乏， +) 是（尺， + ) 的子群， I 关于乘法是封闭的，因而 f 是环 K 的子 
环； 另一方面，如果 A 是 R 的子环且1 6 A , 则1 + 1 = 2 G A ， 一 般“正整数” 
w € A , 又-1 6 A , 随之“负整数” m 6 A . 当然 0( 环的零元）永远在任一子 
环中，故！ £ A ， 即 f 是含1的最小子环 • 


例6令 A = A [0，1] 表示定义在 [0,1] 上的所有无限次可微分的实 n 
元（&， …， a ) 函数的集合.定义 R 到 A 的数乘运算《/为（《/)(&， …， x „) 
= aijUt ，…，工„))， 这里 a € R ， 则 A 关于函数的加法以及 R 到 
A 的数乘运算作成一个实数域 R 上的无限维向量空间. 

令了表 R - 空间 A 的所有线性变换的全体，两个线性变换 fa 的加法、 
乘法定义为 

it + s)(g) = t(g) + - «( 公）， 

(ts)(g)= t(s(g )) ， 

则（了，+, •) 作成一个有1的环.请读者注意一下变换的加法和函数的加法 
是一样的，但线性变换的乘法和函数的乘法是完全不一样的.取 S 为《个偏 

微分算子 告 ， i = 1,2, ••-, n 的集合，依定义^~(/) = 直接验证知 

是 R -空间 A 的线性变换，因而 SC 丁，称尺= 〈RU S > 为 R - 空间 A 上 
的微分算 子环； 它是一个有1的变 换环； 如果把偏微分算子的乘积 

ox i 

^一简记作, 7 ， Mr 中元素都可写成 

O Xi O X k O x t O x k 

、 * 

^ ai 。，“ 、 k dx t 3X- … 心 ’ 6 n 

的形状. 
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现在来讨论两个环之间的关系. 

我们已经知道两个集合之间的关系就是指它们之间的那些映射，而两个 
群的关系就是指它们的同态映射.这里读者该也会想到应如何去定义环只到 
环的同态 对应. 

定义 1.7 i ?， iT 是两个环，必是集尺到集 JT 的一个映射，如果 

1) ♦ 是加群（只， + ) 到 （ iT ， + ) 的同态映射，即对任意 u 6 + 

y ) = ^(- r ) + < Hy ) • 

2) 彡保持乘法，即有 V x 6 R ^( xy ) = . 

则称必为环只到环応的的同态映射.用 Im 《 = |^( x),x e 只1 表示必的象， 
用 Ker ^ = \ jc R \^( jr ) = 0\ 表示彡的核. 

与群的同态类似，可定义环的单同态、满同态、同构等概念. 

例7设2是整数环，而只是有1的环，规定映射 

n ^ - r 

n 1 n { 1〉. 

我们上面的讨论 说明# 是保持加法，保持乘法的.因而 < 是整数环 Z 到环尺 
的一个同态，也是整数环 Z 到环〈1〉上的一个满同态，但一般不是同构. 

例8设 C [0，1] 是[0，1]上的连续实函数环•取点 /) € [0，1]而规定 

♦ C [0,1] ― 

/( X ) 1 - *"/( P). 

直接验证知#是环 C [0,1] 到 R 的一个同态，易知#还是一个满同态，即 Im 卢 

= R . / U ) 对应到0 6 R 当且仅当 /(： r ) 在/>点上的值是0,即 KeJ = 
i /( x ) e c [ oa ]\/( p ) = oi. 还易见， f ( x ), g ( x ) 在多下有相同的象当且 
仅当 f ( p ) = g ( p ). 读者若画出 /(. r ) 的图象，就可更具体地看到这个同态多 
的内容. 

在群论中我们已经看到，群 G 的合同、商群、正规子群以及群 G 到其它 
群上的满同态基本上是一回事，是一个事物的不同面孔.例如，群 G 的合同决 
定一个商群和群到其商群的满同态，而同态的核又是 G 的正规子群.在环论 
中，环只的合同、商环、理想以及环只到其它环上的满同态也基本是一回事， 
在群论中我们是从合同开始的，这次我们从同态出发，结果是一样的， 

设多 是环只到环 I ?'的一个同态，而令 J = Ker 必 = j x 6 |^( x ) = 0| 



d 易见 i ? 的子集 J 是子环，这是因为，若 a ，6 6 J , 则有 Ha ) = Hb )= 


0,由 

彡 （a + 6 ) 二彡 （ a ) + ^ ( 6 ) = 0 + 0 , 

^( ab ) = = 0*0 = 0 

知 a + b,ab e /. 从最后一个式子还可看出，当中只有一个属于八那么 
ab 就在/ 中.就是说，若 a G J，r € R， 则有 

^( ra ) 二今 { r )+{ a 、 二 《（r) • 0 = 0， 

♦ ( ar ) — ^(a )^( r ) = 0 * r ) ― 0, 

因而 ar , ra € J , 这表明 J = Ker ^ 这个子集比子环的性质还要更好一些. 
定义 1 . 8 若环只的非空子集 J 满足下面 条件： 

1 ) I 是一个子加群； 

2) 对任意 a € I ， r € R ，元素 , m 都在I中. 

此时我们称 J 是环 R 的一个理想. 

和在群论中一样,在环只的子集 A , B 间也引入加法和乘法如下 :规定 


A + B 


I a + 6 |a ^ A ，6 € B \ , 


AB= I 2 ^ibi\n e n,a { 6 A 6 B , 1 < / ^ n j , 

i = i 

由于加法交换故有 A + B = B + A . 

命题 1.9 设 / 是环 i ? 的理想，则 J 2 是环只的理想，更一般 /”== r - 1 • I 
也是只的理想 .□ 

设 J 是环1?的理想•由于（只，+)是交换加群，故 （ J , +) 是 +) 的正 
规子群.作商加群尺// = U + Ha 6 i ? l . 今在此加群只//上再引进一个乘 
法而规定 


V a ，6€ H，（a + jf )'(6 + J ) 


ab + I . 


( 1 ) 


首先要解决的是这个规定是合理的，即要解决:若 a + 


+ I »则也有 (26 - 
f ， 或当且仅当 I 


V + L 我们知道 ： x + I 


mrn^m 

rnrn0m 


2 + 1 , 6 +/ 
当且仅当 X - 


y e 




y + i , i ^ I . 这样我们该证 〆 ^ G L 注意到 〆 


a + i 


= b + j，j 乏 I ， 故有 

ab ' - ab — (a + i){b + j ) - ab 


aj + ib + G 19 


这样 （1) 给出 i ?/ I 的一个乘法. 


今证+， •） 作成一个环.为此只需验证一下乘法对加法的分配律 


成立，这由 


(a + l)({b + /) + (c + /)) = (a + I)((b + c ) + I ) - a(b + c ) + I 
—(ab + ac ) + I = ( a 6+ I ) + (ac + J ) 

-(a + l){b + /) + (a + I)(c + /), 
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以及类似地对从右侧去乘的计算，便得. 

定义 1.10 我们称环 （ i ?/ J ，+， *)为环只关于理想 J 的商环，其中 

R / I = \a + I , aeR \, 

(a + I ) + (b + I ) = (a + b ) + I , (a + /) ■ (6 + /) = ab + I . 

定理 1.11 R 是环，而 R / I 是只 关于理想 J 的商环.令 

♦ R — ~ - R/I 

a 1 - *• a + / , 

则多是环尺到只 / J 上的同态，称之为环只到其商环 只 / J 上的自然同态. 

证明 在没有混淆的时候.我们常把 a + Z 简记作 [ a ]. 设6 R,Wl 
有 

iia + b ) = [a + b ] = [ a ] + [6]= 多 （ a ) + 必 （6)， 

^( ab ) =[ ab ] = [ a ][6] = i >{ a ) j >{ b ), 

故得. □ 

同环尺的子集 S 生成子环〈 S > —样，我们可以定义 S 在环只中生成的 
理想就是环只中包含 S 的最小理想，把它记成 （ S ). 并称 （ S ) 为由 S 生成的 
理想，称 S 为 （ S ) 的生成元集 .（ S ) 是存在的，因为一些理想之交仍是理想 
(证明！），故只中含 S 的所有理想（只就是其中一个）之交就是 （ S ). 另一方 
面从 S 出发我们可把 （ S ) 的元素具体写出来，这就是当环 R 有1时， 


( S ) = + 


(有限和）， 

(1) 

S 

而当尺是有1的交换环时， 

5€ S 

$e r 


( S ) = 


(有限和）. 

(2) 


等式 （1) 之所以成立，是因为 （1) 之右侧元素都应在 （ S ) 中，而 （1) 的右侧已经 
是一个包含 S 的理想(证明！），因而包含 （ S ), 合在一起便得 （1) .当乘法交换 
时， （1) 就变成 (2). 

下面给出几个商环的例子，特别是前两个是以后常用到的. 

例9 Z 是整数环， （ n ) = | 整数《的所有倍数 I . 它是 Z 的理想，商环 
2/(«)是一个有单位元的交换环•令 [ t ] = t + U ) •则 U ] = [ s ] 当且仅当 

t - 4 ( n )， 当且仅当 《 IU - s ), 当且仅当 “5被”除时有相同的余数.因 
M 2/( n ) 只有《个元素，这就是 

[0] = | mn , m G Z{, 

[ 1 ] =|mn + 1 ,w G : f , 


n ~ \ 

m 


mn 


l),m ^ 2!, 


这是我们看到的第一个有限环，即元素个数为有限的环. 





当户是素数时， 2/(/0 还是一个有限域，即元素为有限的域.注意到 D ] 
= to ] 当且仅当 pu , 当 m 尹[0]，即 ph ， 随之互素.由整数论可知 
存在整数 m ， n ， 使得 np + tm = 1，随之在2/(/>)中有 

[1] = [ «/) + mi ] = [ f ] [ m ] , 

即得 [ m ] 是 U ] 的乘法逆元，这就证明了 Z /( p ) 是一个域. 

当 p = 2时， 2/(2) 有下面的运算表（表中把[0],[1]简记作0,1 ) 


当户= 3时， 2/(3) 有下面的运算表（表中把[0],[1],[2]记作 0,1,2) 


通常将把环 Z / U ) 简记作 Z „. 在群论中我们见到过它，那时它只是一个加 
群.而当是素数时， Zp 还是域.这些有限域是很有用处的，例如在编码、 
有限几何、实验设计等课题中.应该把它们和有理数域同样看待. 

例 10设 F [ x ] 是数域 F 上一元多项式环.任取定一《次多项式 /( x ) 
而考察商环尺= H ： r ]/(/(： r ))， 这里 f ( x ) 生成的理想 ( fix )) = \ f ( jc ) • 
g (- r ), V g ( x ) € F [ x ]| .令 [ g ( x )] = g ( x ) + 

设 g ( x ) 被 f (: r ) 除时的余式为 r ( x ), 则有 [ g ( x )] = [ r ( j ：)]. 这时 
中的任何元素都可写成 UU )]， 其中 g (_ r ) = 0或 gU ) 的次数< «，且在 
此约定下 [ g ( x )] = 0当且仅当 g ( x ) = 0. 

和 Z /(>) 的情况完全一样，当 f ( x ) = p { x ) 是不可约多项式时， 
F [ jc ]/( p ( x )) 也是一 个域. 为此只需证明它的非0元素 [ g ( x )]^[0] 有逆 
元.由 UU )] 关 [0] 知 p ( x ) > g ( x )， 但 p ( x ) 是不可约的，故 />(: r ) 和 
g ( X ) 互素，这时知必有多项式 S ( JC ) 和 t ( x ) 使得 s ( x ) p ( x ) + t ( jc ) g ( x ) = 
1,随之在 F [ x ]/( p ( x )) 中有 

[1]= [s(-r)/)(j：) + £(x)g(x)] = [t(x)^( j:)] = [t( j ： )][g( j：)] , 

即 [^( x )] 有逆元 

和群论中的第一同态定理一样，这里也有 
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定理 1.12 (环的第一同态定理）设4是环只到环 IT 的满同态 ， J 二 
Ker ^, 则商环 R / I 兰 R '. 

证明 作映射 

必： R/I ^ > R ， 

a + I 1 -^ 《（a ) • (4) 

首先要说明0的定义是合理的，即需证 a 十/的象 0( a ) 与代表 a 的选择无 
关，也就是要证:若 a + / = 6 + / , 则必有 ^(a ) ~ ^(6). 由 a + / = & 十 J 
得 a = 6 + /，； 6 I ，于是有 

+ { a ) 二 多 （6 + 0 = ^( b ) + ^(0 = ^( b ) +0 = 9^( 6 ) . 

在证明了上面的规定 （4) 确定义了一个映射0之后，验证0保持运算就是很 
容易的事了.我们把它留给读者 .□ 

这里定理说明只的商环穷尽了只的满同态象：商环是满同态象，满同态 
象就是商环.这样一个环 i ? 和其它环的关系在一定意义下归结为 K 与其商环 
的关系，即环 K 与外部世界的关系归结为环只自身的内部结构. 

这样，对环我们也完成了对商环、理想、同态的介绍.我们这里没有明确提 
出环的合同概念.然而相信读者一定自己能给出环的合同关系的定义，或者从 
上面的讨论，或者模仿群论中的相应讨论而自己去证明：环1?的合同关系〜 
都是由环只的一个理想 J 按下列方式定义的 ： a ~ 6当且仅当 a - 6 6厂当 
然不去讨论环的合同关系也是完全可以 的：对 于环论而言知道理想商环 
R/I 以及第一同态定理也就够了. 

但这里还是给出下面半群的例子 ，一 切正整数作成的集合 z + 关于数的 

乘法是一个半群.集 Z + 的等价关系（划分）： U 丨，|2,3,4，一1或 U ,2 i , l 3,4, 

… | 显然与乘法是和谐的，因而是半群的合同划分.我们看到它们是很没 
有规则.事实上除了以群为基础的代数系统（如环和以后的模）外，一般代数系 
统的合同关系可能是很难掌握的. 

应该再提一下的是：商环 R/I 的元素是加群 R 中子加群 J 的陪集，我们 
在子加群 j 上加了一些乘法条件就是为了使得这个关于加法的合同关系也是 
与乘法和谐的，就是说，在作商环时，环的加法是基础.因而我们可以设想，关 
于群的一些同态定理，只要把群换成环，把正规子群换成理想，完全保留原来 
的形式，对环也是成立的. 

下面把环的第二同态定理写出，仍略去证明. 

定理 1.13( 环的第二同态定理）设4是环尺到环互上的满同态，/ = 
Ker 彡，令 
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L ( RJ ) =\ R 中所有包含 J 的子环丨， 
L ( R ) =1互中所有子环 K 


6 : L ( RJ ) —^ L ( R ) 


S 


♦ ( S ) 二 \^( s ) 9 s 6 S | = S 


是集 L ( R , I ) 到集 L ( R ) 上的一个——对应，且有 

1) S 3 T 当且仅当豆 3 Y ; 

2) S 是 R 的理想当且仅当 WS ) 是 R 的 理想; 

3) 当 S 是 R 的理想时，有 R / S ^ R / S . 


练习 

I 设 R 是一个环， 

1) 求证： C ( R ) 二 \ce R \ 对任意的 1 e 有 cr 二 xd 是 R 的子环，称 C ( R ) 为 
R 的中心； 

2) 求证： R 是除环，则 C ( R ) 是域. 

2. 设 J 是环及的一个理想， 求证 ： A = lr e i ? I 对任意的有 xr €门 是及的 
理想，并包含 /. 

3. 设及 是环， J 是及 的理想， H 是及 的子环，证明： 

1) h + I 是 r 的子环， / 是 h + / 的理想， h n / 是 h 的 理想； 

2) H + I/I ^ H/H 0 

4•设是环 J ? 的理想，且 IQ J 、 求证： 

( R / I )/( J / I ) ^ R / J , 

5. 设# : R — 互为环同态，求证： 

1) R 是域，则 Kerg = 0或 Ker ^ = R ； 

2) R 是域，且纟是环同构，则互也是域. 

6. 设 m ， r 是正整数，且 r | m . 令參：2„ — — %，求证：多是 Z M 到 Z r 的环同 
态，并求 Ker ^2 M / Ker ^. 


§2环的构造 

我们知道数环、多项式环、函数环、微分算子环、线性变换环以及更一般的 
算子环，这些具体环是一般环论的支柱，没有它们也就没有环论了 .另一方面， 
我们常需要知道更多的环，从已知环构造新环，或者就是硬构造出新环来，就 
像我们过去构造自由群那样.上面已经看到利用子环和商环的概念可从已知 
环构造新环，特别如= 2/( n ) , F [ j :]/(/( x )) 等等， 

有时为了某种方便或需要，我们希望将已知的环扩展成新的环.数的扩展 
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是一个最好的样板，它提供了丰富的内容和启发•从运算的角度来看，当人们 
只知道自然数时，加法是可通行的，但减法不行，于是人们希望扩大数的概念 

使減法也能够施行，这就有了 Z •在 Z 中乘法没问题，但除法不行，于是要构造 
Q - Q 中求极限不完美，为了求极限能顺利执行，于是构造实数域 R . 甚至 
X 2 + 1在 R 中也无解，于是希望扩大数的概念使得每一多项式在其中都能有 

根.这当然不是历史上数的逐步扩大的过程和原因，例如历史上是由自然数先 
扩到正有理数，然后才是负数，而承认虚数的存在和引入它，首先由于求实三 
次方程的实根的计算公式中出现了虚数而又无法避免.然而今日如上述那样 
看数的扩张也还是自然的，特别是启发我们作出下面的构造. 

先引入一类与整数环2类似的交换环类. 

定义 2.1 1) 设 R 是一个环.若 a ，6 6尺3关0,6#0而肋 = 0,则称 

a 为左零因子，6为右零因子.常简称为零因子. 

2) 设 i ? 是一个环，称尺中有左消去律，如果由 d = a 及^关0可得 

b 二 c • 

定义 2.2 称一个有1的交换环尺为整环，如果中没有零因子. 

命顳 2.3 有1的交换环 R 是整环当且仅当在尺中消去律成立. 

证明 这就是要证:在交换环尺中无零因子和有消去律是等价的.先设 
R 中无零因子，此时由= ac ， 可得 a (6- c ) =0,如果又知 a 夫0，则由 
假设知6 - c = 0,即6 = c .再设中有消去律，若 d = 0,而 a 乒0,则由 
a 6 = a • 0及消去律得6 = 0，即中不会有零因子. □ 

易见任意域的有1子环都是整环.今证任意整环必可看作某个域的子环， 
也就是模仿从 Z 作 Q 的方法，把一个非零元素不一定有逆的整环扩大成一个 
域- 

设及是一个整环.令 F = i ( a t 6) la,b € R , b ^0\. 

这里把 ( a ,6) 看成一个符号，而我们心中把它想成是“ a 除以6 其实 
也可以写成 a /6, 但“ /”容易由于和除法的记号相混淆而引 起麻烦 ，因而我 
们千脆选用符号 ( a , b ). 

由于我们的目的，下面在集 F 中引进的等价关系〜则是自然的也是必 
须的.规定： ( a ， b ) 〜 ( c , d ) 当且仅当 ad = 6 c 我们只来验证它满足等价关 
系的第三个条件-传递律.设 ( a ， b ) 〜 ( c ， d )，（ c ， d ) 〜 ( e ，/)， 则有 

ad — be , cf = de , 

因而有 


adf 


bcf 


hde . 


注意到 d ^0 而交 换环只 是整域，故消去 d 而有 a / 


6 e ，即 （ a ，6 ) 






f )‘ 把在关系 




下， （ a ，6) 所在的等价类 [ U ,6)] 简记作 U ，6]. 而令 


F 


\[a , b ] ,(a 9 b ) G F | . 

还是根据我们的目的，下面在集 F 中引进的运算是自然的和必须的.规 


定: 


[a , b ] + [c $ d ] 
[a 9 b ] - [ c , d ] 


[ad + be 9 bd]i 
[ac 9 bd ]- 


O ) 

( 2 ) 


这里必须证明上面运算的规定与所用代表的选择无关，即是要证若 （ a ,6) 




，6') ( 即 [ a ，6] 


，6'] )， ( c ， d ) 




(ad + be ， bd ) 




(ad' 


( c \ cn 则必有 

卜 6〆 ， bd) , 


ac 


, bd ) 


>i iii^i 


(a V ， b d*) . 


⑶ 

(4) 


我们来验证 (4), 而把 (3) 留给读者.由假设知 


ab r 


b ， cd 


'd ， 


因而两式相乘即得 


ab ed ' = a be d . 

而此式意味着 (2) 是与代表的选择无关.这就证明 （1),(2) 两式的确定义了 F 
的两个运算. 

今证 （ F , +， •） 是一个有单位元的交换环.由（1)， （2) 可看出， F 中元素 
[ a f b ) Ac , d ] 间的运算完全归结 为环尺 中元素 a ，6, C j 之间的运算.利用 
整域 ie 中运算的性质可推得 F 中运算的性质，例如 ，一 眼从 (2) 就看出， F 中 
乘法是适合结合律，交换律的，以及 F 是没有零因子的.由 

[1,1] * [ a , 6] = [a ,&] * [1，1] = [a ,6] , 

[0,1] + [a ,6] = [a ,6] + [0,1] = [ a , 6] 

知[1，1]是 F 的单位元，而 [0,1] 是 F 的零元.我们在这里再验证一下 F 中 
的分配律，而把其余的验证工作留给读者.我们计算 

la ,6]([ c , J ] + !>，/]) = [ a , b][cf + de , df ] 

= [ a(cf + de ) 9 bdf ] = [ acf ， bdf ] + [ ade ， bdf ]， 

但 

[ acf , bdf ] ^[ac ^ bd ] = [a ,6] * [c , d ], 

[ade » bdf ] = [ ae , 6/] = [a ,6] * [ e , f ], 

故得分配律成立. 

现已得 （ F , +， •） 是一个有单位元 [1,1] 的交换环. F 还是一个域，因为 
若 [ a ，6] 尹[0，1]，即 a 尹0，则易见 [ a ，6] ■ [6 , a ] = [ ab , ab ] = [1,1], 

即 [ a , 6] 有逆元 [6 , a ]. 作映射 


弟二草 



易见4是环 R 到域歹内的单同态.如果用5来代替 U ， l ]， 则 HR ) 二 
\ a,a ^ R \ = 頁是 F 的一个子环.再由 

[a,b] = [a , 1] • [1,6] = [ a ， l ] • [6，1]-、 

便可把 F 中的元素 [ a ， b ] 写成 ab-\ 即 U ， 6] = ab~ x . 

总结一下，就是给定环 JR 同构于 K = U = U ， l ]， a GR | GF ， 且域歹 
= \db~ l , a ,6 €¥1. 如果我们再进一步，把彼此 一一 对应着的 d 和《再等同 

起来，便得 F = \ab_' ， a，b € R\- 这也正是我们最初心目中想作的那个域. 

定义 2.4 称如上作出的域歹= \ ab \ a.b € jR I 为整环 i ? 的分式域. 


易见整数环2的分式域为数环 i ? = e 2!的分式域也是 

Q , 而 Q 的分式域则仍是 Q . 下面还会看到其他例子. 


这样，任意整环都可扩大成一个除法可行的域.整环不是孤立存在的而永 
远可以把它看成一个域的子环，这在某些时候是有好处的，方便的. 

这个构造分式域的方式还可以推广，例如尺没有单位元也行，又例如不 
去构造域，只是构造一个含只的环，使在其中的部分元素有逆，等等. 


下面我们模仿利用 Cauchy 序列从有理数构造实数的方法来从一个给定 
环 R 来构造新的环. 

先用对我们方便的形式回忆一下数学分析中 Cauchy 序列的定义.若 
UJ 是一个有理数序列，称之为 Cauchy 序列，如果任给 e >0, 3 iV 使得对任 

意 m > « > iV 都有 | a?n - a„| < e. 这等价于说:取定一组包含 0 的开区间 

套，例如 L = (_#,#)，《 €2+，对任意指定开区间必存在 JV 使得 m > 
N ， n > N 时有 a m - a n € . 

对任意（交换或不交换)环 i ? ,设 J 是尺 的理想且有性质 v n , r = Dr +1 
及 G r = loh 今把 r 类比于开 区间忍 ，而把 j 2 p ……看成 

n = 1 

是环的包含 0 的一个“区间套”，这样就可如下把 Cauchy 序列的概念搬到 
环 R 中来:设 UJ , a „ €尺，是环1?中的一个序列，如果对任意指定的 P ， 必 

存在 N 使得当 m > N，n > N 时有‘ G JS 我们就称它为环尺的一个 
( I -进) Cauchy 序列.有了 Cauchy 序列概念之后，就像过去通过关于极限的 
完备化从有理数域构造实数一样，下一步该把 Cauchy 序列当作元素（我们心 
目中该 Cauchy 序列应有的那个极限）看，自然地引入 Crnichy 序列的相等概 


念， Canchy 序列间的加法、乘法等概念. 

令 C = 丨环 R 中所有的 Cauchy 序列丨.规定集（：的一个等价 关系〜 
•- ia „| - \ b n \ 当且仅当对任意指定的必存在 N ， 当 m > N 时有、 - 

e v. 容易验证，〜确是一个等价关系，而把 UJ 所在的等价类记作 

[ UJ ]. 

令万= i [ u „ n ， u „! e ci . 规定集万的加法和乘法 如下： 

[1] 十 [I } ] = [ U „ 十 〜I ] ， (5) 

[ Ia w 1 ] - [ I 1 ] = [ I a „ b „[]. (6) 

现在来证明 （5),(6) 的确给出集 C 的两个运算.为此，首先要证 明：若 U „!， 

I 丨是 Cauchy 序列，则丨十 6 n !，丨 a n b n f 也是 Cauchy 序列.易知对任意指定 

的 f ,必存在〜使讲> N,n > iV 时不但 ~ a n £ V 并且匕 - b n € V , 

这时，注意到 r 是理想，也有 

( a m + b m ) - ( a n + b n ) = ( a m ~ a n ) + ( b m - b „) ^ V , 
a m b m - a n b n = ( a m - a „) b m + a „( b m - b n ) 6 I 1 . 

这就证明了 U „ + 心丨， UAJ 也是 Cauchy 序列.其次要证明 (5),(6) 的规定， 
与代表的选择无关，例如来证 (6) 与代表的选择无关，即要证若丨〜 la ； i , 

\ b n \ ~ 丨6'„丨，则必有 uai - \ a n b \\. 由假设知，对任意指定的 r ， 必存 

在埒使饥> iv 时‘ —e i 、 b m - r ， 这时便也有 

^ m^m 一 a m b m 一 C a m 一 a m ) b m ^ a m ( h m _ b 讯 、 6 J ， 

即 UAi - \ a f n b \\. 总起来便证明了 （5)(6) 确给出 C 的运算. 

直接验证可知 （ C ， +， •） 是一个环，它的单位元是 [ ill ], 而零元是 
[ |0| ] ,其中 U 丨表示 序列： a ， a ， …， a ，*", 它显然是一个 Cauchy 序列.当 R 
是交换环时， C 也是交换环、 

设互= l [ U[],a e r \. 易见互是环亡的子环，且映射 

+ : R - ** R 

a — [ U !] 

是 R 到 R 上同构对应，也可以说是环 R 到环己内的同构嵌入. 

定义 2.5 设/是环/?的理想且有性质 nr - 101. 称如上作出的环 C 

n -I 

= \[\ a n \] ,\ a n \ 是环的 J - 进 Cauchy 序列|为环在 J - 进拓扑下的完 
备化，或简称 C 为只的 J -进完备环. 


从上面我们可以看到，一旦把 Cauchy 序列的概念搬到环中而引入 J - 进 
Cauchy 序列后，剩下来该定义什么，该如何去证，就完全是重复数学分析中我 
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们熟悉的由有理数域到实数域的构造方法.如果愿意的话，你可以继续模仿下 
去，而去证 c 在7 -进拓扑下的完备化就是 c 本身.我们不在这里讨论了 .（这 
里了是 J ， 把它看成是 c 的子集，在 c 中生成的理想 .） 

应该说明一下，上面关于理想/所加的条件，例如 n r = io } 并不是必 

71 - 1 

需的•就是说，不满足这个条件也可以如上去作 C . 我们对 J 作上述要求，使 

得更容易想象并容易和数学分析申类比. 

上面介绍的方法虽是从有理数构造实数得到的启示，但却不能返回去用 
到有理数域的情形（无论如何 Q 是除0和本身外没有真理想的）.这并不使人 
遗 憾：我 们乐于看到从旧方法申得到另一种格调的方法. 


例1在整数环 Z 中取定理想 J 




( p ), p 是一个素数.显然 J 符合我们 


上面的要求 . Z 的（/0 -进完备环称为-进整数环.如果取定整数 a 


0 < < p , 


0 , 1 , 2 , 


學 ♦ * 


而作序列 UJ , 其中正整数 


a 0 十 + <^ 2 p 2 + 




+ a n p n ， 


易见 U J 是一个 （ p ) -进 Cauchy 序列•如果把序列 UJ 写成级数形式，这 
就是 


x = ao + a\p + a 2 p 2 + + a n p n + 




0 a n < p. 


⑺ 


我们还知（略去讨论 ）p -进整数环中的元素或本身可表成 (7) 或其负元 
可表示成 (7) .而两个 p -进整数 (7) 和 


: v 


/3 q + p + 卢2夕2 + ••• + (3 n p n + 


• » • 


Q <:扎 < P 


⑻ 


的运算规则则按“/> -进位规则”进行，即 


x + y = ( a Q + j 3 0 ) + (aj + ^ i ) p + ( a 2 + ^ i ) p 1 + 


Jo - y 




7 o + 7 \P + IfiP 1 

汐 0 + 沒 lP +谷 2 声2 + ••• 


• ♦ ♦ 


o < /« < 

+ ( 〉 : fin - i 

0<8 n < p . 


(9) 


( 10 ) 


(9) 中第二个等号的意思在于“逢 p 进位”，即若 a 0 + ^ 0 > p 时 a Q +汍 


p + 7 oj 这时 jo + y 


7 q + ( a x + + 1) p + 


，然后再考虑 （ a ! 十仏 


1) 是否大于这样继续进行下去 .（10) 的第二个等号的意思类似. 


现在来看看从实数域到复数域的构造对我们有什么启发.开始出现虚数， 
人们长期不敢承认•后来 C . F.Gauss (1777 - 1855) 对复数给了 一个几何上的 

解释——向量表示.于是逐渐大家接受了 .有趣的也是自然 的是： 一旦接受了， 
很快就有人想到，既然能得到复数域，为什么不能再把数系扩大一些，找出更 



多更好的数系呢？就这样，探索工作开始，直到 W . R.Hamilton (1805 - 1865 ) 
成功迈出第一步，然而也是这一步，一方面结束了再扩大数系的探索，另一方 
面也开辟了代数研究中的一个方向——超复数系（现在的名词是“有限维代 
数”） • 


可以这样来看复数域◎: ◎是实数域 H 上的二维向量空间，以1和/为基 
兀素，〖和 f 的乘法表是：1 * 1 = 1,1* i = i , i • i 二 - 1 ， 而任意两个 

元素 x = (2 • 1 + 6 • /, ^ - c 9 l + d ^ i , a 9 b 9 c , d ^ H , 的乘法规则就是把 
基元素的乘法“线性扩充”一下，即 

x • y — (a * 1 + 6 • i)(c m 1 + d 9 i) 

=ac • (1 • l ) + ad • (1 * i ) + be • (1 • i ) + bd • (i * i ) ■ 

同样地，如果我们取任意域 F 上一个 《 维空间 A ， 它以为基，并给 
出基元素 JCi , , X „ 间的一个乘法表： 

工 i • + A ， j ，2 l 2 + “ •十 6 F , (11) 

再把基元素的乘法表 （11) 线性扩充到整个 F -空间 A ， 即规定 


X 


m 


y 




(• (S 





x 


x 


)， 


这样 F -空间 A 就有了一个乘法.如果基元素^之间的乘法满足结合律，即 


有 V i，k AxiX^Xk 


naaaaaaaar 


不难证明这个 A 的乘法也满足结合律，如 


果基元素的乘法是交换的， A 的乘法也是交换的.直接验证可得 （ A ， +, •) 
是一个环，这里的+当然是指 F -空间 A 中的加法. 

例 2 四元数代数 ( Hamikon ). 设 H 是实数域 R 上的四维向量空间，取其 
一个含 1 的基，记作规定基元素的乘法表如下： 



从表中可读出，例如 2 ；； 


k ,ji 


务等等，从表上还可看出 / 2 


: - k 


1 . 今把基元素的乘法和上面一样线性扩充到 H 上，直接验证可知，基元 


素之间的乘法适合结合律，例如 ( ij、k 


kk 


1 ， i(jk) 


It 


； Uj)i 


ki 


j ， i(ji) 




i (一 k) 


(ik) 


(—J) 


i . 这样就得到 （ H ,+， 


0 


是一个环，是一个非交换环，其单位元是 1 .称 H 为四元数代数.容易看到 H 
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的子环 U • 1 + ^ • i，a ， p E (R[ , i a • 1 + /?•;, a , ^ G Bi , j a • 1 + /? • k 、 a ， 

m 都和复数域是同构的. 

今证 H 的非0元素都有逆元.为此和复数类似，我们引入四元数的共轭 
数和模数的概念.设四兀数 x = a + ^ 1 + y j + d k , x = a - ^ i ~ y j — 
dk 为 JC 的共轭四元数，易见 


xy = 3; • x , x + 3/ = x + 3/ , 


xx - xx - a 2 + + y 2 + d 2 . 


称非负实数 n { x ) 
因而有 


XX 


xx 为四 兀数* r 的模数♦显然 jt/0, 则 n { x ) > 0, 


即任意非 0 四元数有逆元. 



我们知道，一个有1的交换环，若每一非0元有逆元，则称为域.一个有1 
的（不一定是交换)环，若每一非0元有逆元，将称之为除环.这样四元数代数 
是一个除环，也是历史上第一个除环的例子. 


上面称 H 为四元数代数是有下面的原因.对于通常环（只，+, •), 
( R , +) 只是一个加群，即交换群，而四元数代数 （//,+，*) 中， （仏 +) 还是 

n -向量空间.由于 r -向量空间，或者任意域上的向量空间都是有基，任一 
元素都可表成基元素的线性组合，这说明向量空间的结构比交换群的结构简 
单很多•对这种其加群是向量空间的环值得给一个特殊的名字. 

定义 2.6 ( A , +, _) 是一个环.如果 

Al ) ( A , 十）是域 F 上的向量 空间； 

A 2) V a G F 9 x ^ A ,a(xy) — (a x)y = x (ay). 

则称 A 为域 F . 上代数.当 （ A ，+) 是域 F 上有限维向量空间时，则称 A 为域 
F 上有限维代数.当 （ A ， +， *) 是除环时，称 A 为 F 上可除代数. 

易见四元数代数 H 是实数域 R 上的四维代数.复数域是 R 上二维代数, 
而实数域是 B 上的一维代数. 

下面定理（略去证明）说明扩大“好”数系的企图在此停下来的原因， 

定理 （ F . G.Frobenius (1849- 1917)) 实数域 R 上有限维可除代数有 
且只有下列三个：实数域 R , 复数域0和四元数代数 H . 

人钔希望我们的“数”，在作除法时是可行的而在作乘法时是可交换的.否 
则在操作起来太不方便，“数”也就不成其为数了 .上述定理说满足这样要求的 
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数就该到复数域而止了. 

但不是说四元数（以及后来的八元数 （ Cayley 数），后者的乘法已不是结合 
的了 ） 是没有用的.它们在几何上是有用的.而四元数代数引出了本世纪初发 
展起来的环论的一个分支一一有限维代数理论. 


在本节最后我们给出作为环论支柱的一类例子 


群代数. 


例3设 G 是阶为72的群，其兀素为 P 任取域 F 上的一 

个《维向量空间 A ，并取它的一个基.显然此基由《个元素组成.我们当然可 
以用任意符号来表示这些基元素.这次就用群 G 的元素 ，…， 仏表示这 
些基元素，并利用群 G 的乘法来规定向量空间 A 的这组基元素间的乘法，然 
后再把它线性扩充到整个空间 A 上去.这时易见由于群的乘法有结合律，故 
基元素之间的乘法满足结合律，因而 （ A , +， .） 成为一个环.由于 （ A ，+) 还 

是域 F 上的向量空间，故 （ A , + , •) 是域维代数.称之为群 G 在域 F 
上的群代数，记作 A = F [ G ]. 


例如，取 F = a , G 是5阶循环群 Uh 此时 Q [ G ] 中的元素为+ 


a\a + ajd 1 + a3^ 3 + o^4 a 


F [ G ] 中的乘法，例如 


(3^ + 4(2 — 5^ ^— 


= (3 a 2 - 3 a 4 ) + (4 a 3 - 4 a 5 ) + (― 5 a 4 + 5 a 6 ) 
= (3 a 2 - 3 a 4 ) + (4 a 3 - 4 e ) + 5 a 4 + 5 a ) 


—— 4 e + 5 a + 3 a 2 + 4 a 3 - 8 a 4 . 

又例如，取 F = 为 Klein 四元群 ， gp G 由下列 |1,2,3,4| 的置换组成： 

e = 1 9 a = (1 2), 6 = (3 4 )，c = (1 2)(3 4). 

此时 F [ G ] 中的元素可写成 2) + a 2 (3 4) + a 3 (l 2)(3 4), 而 
其中乘法，例如有 

(3 • (1 2) -2 • (3 4)) (- 1 + (1 2)(3 4)) 

= ( -3 • (1 2) + 3 • (1 2)(1 2)(3 4)) + 

(2-(3 4) - 2 • (3 4)(1 2)(3 4)) 

=3 • (1 2) + 3 • (3 4)) + (2 • (3 4) - 2 - (1 2)) 

= — 5 • (1 2) + 5 * (3 4) • 


练习 

1•设 R 是环，证明：如果 J ? 有左零因子，则存在中非零元 I ，使得 O ' 既是左零因子， 
又是右零因子. 

2. 验证= U + b ^~5\ a.b 6 2} 对于数的加法与乘法构成整环， 

3. 连续实函数环 C [0,1] 不是整环•当《为合数时，不是整环. 
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4. 求 ZD ] 的分式域. 

5. 设 F 是数域，证明：对于矩阵的加法、乘法、数乘构成 F 上有限维代数. 


§3多项式环 


这里我们继续由已知环来构造新环的工作.上一节是利用数系扩张的经 
验来构造新环或域.本节来构造环上的矩阵环和多项式环，矩阵、多项式以及 
现在我们讨论的群、环、域等代数系统，都是数的延伸，都是由于刻画几何量和 
物理量的需要而诞生和发展的.由于要刻画的对象，几何量和物理量，愈来愈 
复杂，普通的数已不够用了 •例如群的出现是应刻画对称性而出现的.因而把 
这些行之有效的基本对象，诸如数环或域以及其上的矩阵、多项式环作推广是 

自然而必要的. 


设 i ? 是有1的环，在前面的例子中我们已经介绍以数环 F 中元素％作 
系数的 n x w 矩阵（七 ,）， 关于矩阵的乘法和加法作成的 a 阶矩阵 ％ M „( F ). 
我们可将矩阵中的元素从数环推广到一般的环.记环只 上的 n x n 矩阵关于 


矩阵的加法和乘法所成的 n 阶矩阵环记为从„(尺）.这种推广没有任何困难, 


原因是矩阵 ( a t y ) 是一个形式. 

设 R 是有1的环.考虑以 R 中元素七作系数的多项式，也就是形如 


ao + ciix + aix + + a n x 


a 


6 R 


( 1 ) 


的表达式.如果把 （1) 理解 为以只 为定义域，以 i ? 为值域的多项式函数，亦即 

♦ .R — 


x 1 - ^ Qq + a\x + + a n x n . 

这时令 R [ x ] 表示这些 i ? 上多项式函数的全体，容易知道 R [ x ] 关于函教的 
加法和乘法作成一个环，当然函数环 i ?[ x ] 中的两个元素，例如 （1) 和 

b 0 + b x x + 6 2 x 2 + …+ b m x m s bf 茫 R ， (2) 

它们相等的定 义是： 

a 0 + 十+ a n x n = b 0 + 十 ••• + b m x m 

V c ^ K , ao + cz j c + *•• + a n c n = 心 + c + … + b m c m • (3) 

当 R 是数环或数域时，我们知道一个 n 次多项式最多有 n 个不同的根，故 （3) 
等价于 

a 0 + a\x + + a n x n = 6 0 + 6 jX + + 6 m x m 

乃 = m 且 V ，<2, = 6, ■ (4) 

(4) 是一个定理，这是当 R 是数环时，多项式函数环 R[x] 中的一个定理.但 
当尺= Z 5 = {0,1,2,3,41 时，在多项式函数环 I 5 U ] 中，依定义 （3) 我们有 
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x + jc{x ~ 1)( jo — 2) (jr - 3) (x —4) = , 

这里由 （4) 所表达的事实当然不成立，即 Z 5 [ x ] 中是没有定理 （4) 的.这种现 
象是我们不喜欢的：应该说 (4) 是多项式的“命根子”，不管是作为定理还是作 
为定义，我们总希望 （4) 成立. 

这就引出了关于 （1) 的形式观点.形式就是没有实际内容的符号，留待我 
们赋予它内容，但形式 （1) 会引起 麻烦： 其中的 “ + ”和以后将定义的加法有关 
系吗？ 是两个： r 相乘吗？ 是力和 jr 相乘吗？然而乘法我们尚未定义， 

因而建立多项式的形式观点，要进行某种处理，其想法是很简单的，就如同作 
分式域时用纯形式 ( a y b ) 来代替我们心目中的 — 1 是一样的. 

我们来 构造尺 上多项式形式环，其中尺是已知的有1的环. 

用 p 表示下列符号——用括号括起来的无穷序列的 全体： 

(a 0 ， ai ， a 2 ， …） 6 i? , (5) 

其中， a ,, i = 0,1,2,…，中最多只有有限个元素非零.我们规定 P 中两个 
元素 （5) 和 

( b Q ， bi ， b 2 ，".h b { 6 R (6) 

相等当且仅当对任意 f ， 有 a , = 6,. 在集 P 中规定加法、乘法 如下： 

(“0,4 ，…）+ (6(),6! ，…） 

= ( a 0 + b 0 , a x + 幻 ， …）， （7) 

( a 0 ， ai ，• ( b Q , b l ，…） 

=+ a ,6()， …，九-/，…）. （8) 

直接验证(请读者至少证明一下乘法的结合律）可知 （ p ， +， •） 是一个环，其 
零元是（0,0,…， O ,.") 而单位元是（1，0, …， 0,…）. 

我们大家都清楚上面引入集 p , P 中元素的相等， P 中的加法和乘法的 
背景•下面如在作分式域时最后又把 ( a 9 b ) 还原为 ab — 1 一样，我们把环 P 设 
法表成我们习惯的多项式环的样子. 


我们再引入符号： r ，而规定 

x = (0，1，0,…）， 

a = (a ,0, ' 

这时在环 （ F , +， •） 中有 

x 2 = (0,0，1，0，〜）， 

Jo n = (0, •“，()，1( 第 n + 1 个位置），()，•••）, 
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a • 


一 般地有 


H 环 P 中的乘法）= ^6( 环 i ? 中的乘法）， 

(0, •",()， a (第72 + 1 个位置），()，•••）. 


a Q + a x x + + a n x n - (a 0 ， g ， a 7i ,0» 


(9) 


这样 P 


<3 0 + qx +…+ a „： t n ，〜 G JR 丨而 P 中兀素的相等，加法 （7) ，乘法 


(8 )， 根据 P 中元素表达形式的转换式 (9), 就变成 


a 0 + + + a n x n = b 0 + b x x + ••- + h m x m 

n = m 且 V !• ，= 6 ,， (10) 


(a 0 + a x x + *■* + a n x n ) + (6 0 十 b x x + + h m x m ) 

= (a 0 + b 0 ) + (a { + &)：?: + ••• + (〜 + b k )x k y (11) 

其中是 = max ( n 9 m ) 而认定 a , = 0, f > n f bj - 0 f j > m . 

(ci 0 + a\X + + ) • ( 6q + b\x + + b m x m ) 

=a 0 6 0 + ( a 0 b x + + … 




+ 


m 


( 12 ) 


也就是我们熟悉的多项式的相等和运算规则. 

定义 3. 1设尺是有1的环.将把如上定义的环 P 称为环尺上一元多项 
式形式环，常简称为尺上一元多项式环，仍记作 R [ x ] 9 并称： r 为尺上不定 


今后我们谈论一元多项式环 RU ]， 都是在形式观点下，即都是指一元多 
项式形式环. 


对数环 K 言，我们已经看到尺上一元多项式环函数环和尺上一元多项 
式形式环是一致的，即是同构的，因而对数环言，我们不必区分多项式函数环 
和多项式形式环，只是在这里再强调一下： （4) 或 （10) 对多项式函数环是定理, 
而对多项式形式环是定义.事实上根据下面命题，对于无限整环，即含有无限 
多个元素的整环尺，对这两种观点也不必区分. 


引理 3.2 设 是整环. p ( x ) = uq + qx + …+ a „ x n ^ i ?[ x ]. 若 

p ( b { ) =0， i = 1，2 ，…， m < n ，且6,彼此不同，贝 1 J p ( x ) = (: r -6 )" (: r 

— b m ) g { x ) , 其中 g ( x ) = c 0 + qx + … + a n x n ~ m . 

当 K 是交换环时， R [ jc ] 也是，当 i ? 无零因子时， R [ x ] 也无零因子 .此 
时在 R [ x ] 中有因子分解 式：： r w - b m 二 （X - b )( x m ~ l + 6:r m_2 + …+ b m 2 x 

+ 『 1 ). 我们把此引理的详细证明留给读者去完成. 
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命题 3.3 设 i ? 是无限整环.尺上一元多项式函数环 i ? [: d * 和 R 上一 
元多项式（形式）环 R [ jc ] 是同构的. 

证明 只需证明在函数环 J ?[: rr 中 （4) 成立就够了.说得详细一点，设 
<k ' R [ jc ] ―- R [ jc ]^ 

ao + a 丨工 + •** + a n x n s - ^ a 0 + a Y jc + + a n x n . 

由于在形式环 R [ x ] 中元素的表示法是唯一的，故#是一个映射.易知多是 
保持运算的，即#是环尺[: r ] 到环 Rur 的同态.事实上，它是满同态.显然 

Ker ^ = ! p ( x )= a 0 + “！：?■ + 〜 + a n x n \ 对任意6 G 尺， 

p { b ) = a 0 + + … + a n b n = 0 f ， 

因而要证明命题，只需证明 Ker # = 这就是只需 证：若 对任意6 G 尺，如 

果 p ( b ) 二 a 0 + aj + …十 a n b n - 0,则对仟意 i f a i = 0. 

用反证法而设由于 R 是无限集，可取出 n + 1个不同元素心， 
…， b”，c • 由引理 3.2 知 ••(:?： - •再由0 = p ( c ) - 

(c - bXc - b n ) * a n ， 以及 c - 匕^^而尺中无零因子， 便得〜= 0 •这 
与假设矛盾.故命题得证 .口 

这样我们完成了 R 上一元多项式环 K [ x ] 的构造，并明确了关于多项式 
的两种观点，知道什么时候这两种观点一致，什么时候（例如 R 是有限域时） 
两者不一致 .应 该说，这里的重要而具体的成果是，对于有限域 F 在式（ 10 )， 
( il ),(12) 的定义下我们有一个一元多项式环 F [ x ]. 


有了 1?上一元多项式环 i ?[ x ], 考虑 R [ x ] 上的一元 （ y ) 多项式环 
R [ x ] b ]， 把它记作尺 [ x ， y ]， 即 R [ x , y ] = i ?[_ r ] b ], 称之为尺上二元多 
项式环，而称 x f y 为 i ? 上二个无关的不 定元. 易见 i ? [x , ^] = 尺 [ x ][30 中的 
元素形状为 

Po (^) + + …+ Pni ^) y n » Pi (^) ^ 尺[: T ], 


若再把 p t { x ) 写成 I 的多项式，并依分配律展开便得 

2 a ir x ： l y j » a h ^ R - 


这就是 x y y 的多项式.称：为单项式，而为其系数.两个 x 9 y 的多项式 
f ( x iy ), g ( jc f y ) 相等当且仅当它们有相同的形 式：具 非零系数的单项式完 
全 一 样且相应的系数相等. 


应用数学归纳法，可定义尺上 n + 1元多项式环 

jR[x! ， … ， ， x„ + 1 ] = f j： n ][ 




而称…，为上 n + 1 个无关的不定元， m 元多项式的表达式，单项 
式，两个 w 元多项式的相等，等等，完全和二元情形类似.域 F 上多元多项式 
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环是特别重要的一类环.我们将在附录中去介 绍它. 


下面再介绍一个由一些已知环来构造新环的方法.它和群的外直积的概 


念是类似的. 


在 


设見，7 6 Z + 是环.考虑如下的无限长形式 向量： 

( r l , r 2 ， … ， r,，". ） 

_ 分量处的元素 r ; G i ?,.. 

令尺表示所有这样向量的全体.规定尺中的两个元素相等当且仅当它们 


完全一样.再规定尺的加法和乘法按分量进行，即 

( 厂卜 … ( r\ , r 2 , , r 

r\ + r\ , r 2 + r 2 , ■**, r ? - + 〆 "•"）， 


• • • 


1 ,Q ， … ，厂 ,• 


^04 


) • ( 


， r '2, …， 〆 i ， …） 


=( n 〆 ！， r 2 ，…， r 〆 ! ，…） • 

则易见（尺，+， •） 是一个环.称之为环尺，的直积，记作 n 尺 


ez 


关于域 F 上多项式环 F [ x ]， 我们作进一步讨论， 

对加群 ( F [ x ], +) 再引入数乘运算 ： a G F ， p ( x ) = a 0 + a x x + 


• 褰 



a „ x n € F [ x ] , 规定 


a 


p (^ c ) 




aa Q + aa^x 



丄 n 

十 aa • 


容易验证，这时加群 （ F [: T ]，+) 就成为域 F 上的向量空间，而 （ F [ x ], +, 
数乘)就成为 F 上代数.这时也就称 F [ x ] 为域 F 上多项式代数. 


显然 F 上向量空间 （ F [ jc ], +，数乘）不是有限维的 


说域 F 上的一个向量空间 V 的一个子集（有限或无限） B 是 F 上线性无 
关的，如果 B 的任意有限子集都是 F 上线性无关的.称 V 的一个子集 B 是向 
量空间 V 的一个基，如果 

1) B 是 F 上线性无关集， 

2) V 中任一元素: r 都可表示成 B 的某个有限子集的线性组合. 

可以看出，这是有限维空间的基的概念向任意向量空间的推广. 

按照这个定义，域 F 上的向量空间 F [ x ] 有一个基，它由无限多个元素 

，…组成 ： S 上线性无关集，这是因为对任意 


1 , JT , X 


n , 




+ ^ x + a2 m x + 


峰擊 _ 


+ a n ^ x 


o, e f 


当且仅当 v 




o . 另一方面， F [ x ] 中任一元素（多项式）显然可以表示 


成 B 的某个有限子集的线性组合.这就证明了 B 是 F 上向量空间 F [ x ] 的一 
个基.这样 F 上多项式代数 F [: r ] 可以看成 




1) B = U ， u 2 , …丨是域 F 上向量空间 FU ] 的一个基， 

2) 基元素之间的乘法表是： x 1 - y = x i+ \ iru mu 其中？ = 

i . 

无论是把有限群的所谓群代数的构造方法直接推广到无限群的情形，还 
是上面这个多项式代数的例子给我们的启发，我们都会使用下面这个构造环 
或代数的方 法:设 F 是一个域，而 S 是一个半群.把 S 当作基而得到一个 F 上 
向量空间，把它记作 F [ S ], 这就是说， F [ S ] 中元素都可写成 

+ a 2 s, + ••- + a n s { , a { 6 F,s, € S ,s t 彼此不同 

I 2 n I j 

的形式，而两个这种形状的元素相等当且仅当，除系数为 o 的项以外，它们具 
有完全一样的形式.我们就按照半群 S 中的乘法来规定向量空间 F [ S ] 的基 
S 中元素之间的乘法，然后再把这个基元素之间的乘法按照分配律而扩大成 
F [ S ] 中任意两个元素之间的乘法.由于半群 S 的乘法适合结合律，易知 
F [ S ] 的这个乘法也适合结合律.经过验证可知（ F [ S] f +, •, 数乘）成为域 
F 上的一个代数，将称之为关于半群 S 的半群代数. 


和前面构造有限群 G 的群代数相比较，唯一的不同处就是那里利用有限 
集 G 作一个 F 上以 G 为基的有限维空间，而这里是用 S (有限或无限）作一个 
以 S 为基的向量空间. 

如果这里的半群 S 就是一个有限群，则这里的构造和过去的构造就完全 


样了 .取 S 为 n 个元素 


生成的自由交换半群 jl (空字）， 


Vijrp … n 

上的；2元多项式代数. 


e ru iol 且至少有一 m , 关 ou 则 f [ s ] 就是域 f 


如果取 S 为 n 个元素： n , 


贅 


生成的自由半群，则称 F [ S ] 为；2元自由 


代数，常记作 F 〈 〜 


〉• 例如 F 〈 x 9 y) 的元素是*工， 7 的“不交换多项 


式”，如 xyx 


y 2 ^ y 2 等等、 


结束一般环构造的介绍，我们简单回頋并综合利用一下这里介绍的方法. 
由已给环的子环和商环我们可以获得许多新的环.再和作分式域，作 J - 
进完备环，作群代数，作矩阵环，作多项式环等构造方法结合起来，就会得更多 
的环，从而丰富我们对环的认识，也扩大环的表现力及应用.下面简略提一下 
不准备深入讨论的环，详细推导留给感兴趣的读者， 


整数环 Z 中取理想 J 




( P ) ， 


P 是素数，作 J -进完备环便得 p - 进 


整数环 Z { p y 它是一个整环，它的元素-进整数可写成 


ao + U{p + a 2 p + ••• + a n p n + 


• ■離 


, a ； ^ { 0 , 1 , 2 , 


•罄 _ 


1 } 


的形状.作 p -进整数环2 (/>) 的分式域，便得/> -进数域，它的元素可写成 
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a t p l + a t ^\p tJrl + + “”〆 + •••，〜€ j0 ， l ， 2，“.，p — l|, 

其中 〖 G 1，即有的是从 p 的负幂项开始，因而保证每一非零元都有逆元. 

类似地，在域 F 上的多项式环 F [: r ] 中取理想 J = ( I ),作 J -进完备环 
便得域 F 上形式幂级数环 F [[: r ]]. 它是一个整坏，它的元素形式幂级数可写 
成 

aQ + a Jx + * •■ + a n x n + , a t ^ F 

的形状.作 F [[ x ]] 的分式域，便得形式分幂级数域，它的元素，通常称作形式 
Lorentz 幂级数，可写成 

a^r 1 + a x + 1 x f + i + …+ a n x n + … ， a { G F » 

其中 Z 6 1,即可能从： r 的负幂项开始，因而保证每一非零元都有逆元•如果, 
从域 F 上多项式 F [: r ] 出发直接作分式域，便得有理分式域，其元素可表为有 
理式 P ( x )/ Q ( x ), 其中 QU ) 是非零多项式，即至少有一个非零系数的多 
项式. 


练习 


1. SZ 7 [ X ] 中 计算: 


([3] x 2 + [5 ]jc + [4])([4] X 2 4- [2 ]:r + [3]). 


2. 设 H 是四元数代数， 


1) 作为 H 上多项式有 x 2 + l = ( x + i )( x -0； 

2) 作为 H 上的函数，有 I 2 + 1关 （x + i)(x - ih 


3. 设1?是整环，则 R [ x ] 也是整环 

4. 在 M 2 ( Z ) 中，定义 


T = < 

(“) 

a ，6 ，c G Z 

1 

\0 c / 



1) 证明： 的 子环; 

2) 证明： f 是 T 的理想； 


° 2 ") • 
0 0 / 


3) T / J 是由哪些元素组成的？ 

5.设 R 是有单位元的交换环， D ( R ) 是 MJR ) 中所有对角矩阵的集合， 
C ( D (1?)) 是 MJR ) 中与 D ( R ) 中元素可交换的矩阵的全体，求 证： 

1) 0(1?)是队（1?)的 子环； 

2) C ( D ( R )) = D ( R ). 


§4 交换环 


群论可粗分为四大块：有限群论、交换群论、无限群论以及具有各种几何 



§4 交换坏 


.99 • 


结构（拓扑结构、解析结构、代数几何结构）的群（拓扑群、 Lie 群、代数群等）. 

结合环论则可粗分为三大块：交换环、非交换环以及带有各种结构（序结构、几 
何结构）的环.在这个介绍群、环、域、模的基本概念的课程中，我们将着重讲交 
换环.在谈论交换环时 ，要 常想着整数环 、二 次数环 （见§5)、多 项式环以及函 
数环这些基本例子，我们将把研究的对象限制在整环上，上面提到的例子除函 
数环外都属于整环的范围. 


本节中尺将永 远表示 整环. 

首先研究一下整环 R 的加法群. 

可以把环 A 想作是由一个加群 A 再引入一个乘法而得到的.对任意给的 
加群 A ， 引入零乘，即规定 ：V A , jr ^ = 0,这显然得到一个环.然而本 

质上和加群没有什么不同：它的乘法不给我们了解 A 带来任何新的信息.下 
面将看到，并非对于任意的加群，都可以定义乘法而使它成为整环. 

对整环 R 有下面情形：一是对任意 打€ ， n 个1 相加都不是零，即1 

的阶是 co . 这时任意0关 aGi ?， 任意 n 个 a 相加也不是0,因为若0= mi = 
a +… + a = n . a ， 由于 a / 0及乘法消去律成立，该有 w = 0,而这是与假 
设矛盾的.因而在这种情形下，加群（尺， +) 的每一非零元的阶都是 oo . 

另一种情形是存在一 在加群（尺， +) 中 n = 0,即1的阶是有限 

的，设其阶为《 >1.若《非素数，则0 = k = ^ • « 2 ，在整环 K 中有乘法消 
去律，故 q = 0或 n 2 = 0, 但化，〜小于 n ， 这和1的阶为 n 是矛盾的.故在 
这种情形，1的阶为素数/>，随之，与上类似地可得加群 （1?, +) 中任意非零元 
素 a 的阶都等于素数 p . 

总结一下就是下面 

命題 4 J 1?是有1整环，则 

a ) 加群 （ i ?，+) 中所有非零元有相同的阶，或者是 00 ,或者是素数 p . 

b ) R 或含整数环 Z 为其子环，或含有限域 Z , 为其子环. 

证明 b ) 成立是因为，当单位元1的阶为 oo 时， i 生成的子环< 1>三2, 
而当单位元1的阶为素数 p 时，〈1> ^ □ 

定义 4.2 称整环尺的加群 （ i ?，+) 的非零元素的公共阶为 i ? 的特征. 

由上知，1?的特征或为 oo 或为素数 P . 

上面的讨论说明，由于整环 R 的乘法有交换律和消去律，因此对 R 的加 
法有一些限制. 

命鼯 4.3 a ) 特征为 ％ 的域含有理数域 Q 为其 子域； 

b ) 特征为素数 p 的域含有限域为其子域. □ 

由于我们有上命题，故有下面的 
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定义 4.4 称 Q 及是素数，为素域.这样特征为 oo 的素域就是有理 
数域仏而对一素数 p 有唯一特征 p 的素域，这就是 

现在讨论整环只的子环，理想和商环. 

R 的带1的子环 A 当然还是整环，因为乘法的交换律和消去律对 整个尺 
成立，当然对 i ? 的一部分 A 也是成立的. 

但只的商环 只 / J 就不一定是整环了，而问题是出在乘法消去律上. 


这里再来概括一下环1?和商 环亙二 R / I 的异 同：尺 的元素是: r ， 頁的元 


素是 


I ;运算的规则是“一样”的 ，： r • y = 工: y 9 ^ + y = j ： 十 jy ， 但相 


等的关系不一样， 


3?当然 : c = ： y , 但，也可 能有工 




V* Jo 




y 


当 


且仅当 


y ^ l , 特别 ^ - 0 当且仅当 ： r G 



例如，域 F 上多项式环 F [ u ] 是整环，但商环 F [ x . y ]/{ xy ) 便不是， 


因为： r #0,： y ^0 而 : r 








0 . 


保证 R / I 是整环的理想 J 该是什么样子？这从上面关于商环的说明以 


及例子可以想到，理想 J 该有性质:若: r 各 J 


♦ 0),^ I (: v 关 0 )， 


则 Joy I 


或等价地 


定义4,5称交换环 A 的理想 J 为素理想，如果 I 关 A 且巧€ 必有 
x 或: y 属于/，或等价地 ， ：r $ Z 则 : ry $ J . 


请读者把交换环的素理想和整数环 2 的素数或多项式环 F [ x ] 中的不可 

蠡 

约多项式比较一下，你会对素理想多一点感性认识， 


定理 4.6 设 A 是有1交换环， J 是 A 的理想.则 AAT 是整环当且仅当/ 


是素理想. 


证明设叉= A / J 是整环.在 A 中任取元素 x $ I y y ^ J , 则在 A 中 


^ 0,^ ^0. 由于 A 是整环，故^ 此式说明 xy 每 I ， 即证得 I 

是素理想. 


反之，设/是素理想.在 A 中任取元素 x / 0 , 3 » / 0,而往证 x 9 y ^ 0 . 
X 关5意味着 /. 但 J 是素理想，由之可得 x：y $ h 这就是 
^^0. 即证得 A 是整环 .口 

现在我们进而问：保证 R / I 是域的理想 J 是什么样子？ 

为此先作一点准备.易知域 F 的理想只有 （0) 和 F 本身.反过来，我们有 
命题 4.7 设 A 是有1的交换环，如果 A 除了 （0) 和 A 外没有其它理 


想，则 A 必是域. 




证明这就是要证 A 的非零元 a 必有逆元.易知 aA = Aa 是环 A 的一 
个理想.由于 A 有单位元1，故0关 a = a • 1 G aA ， 即关 （0). 依假设该 
有 aA = A . 再由于1 6 A ， 故有 b € A 使以=1，即 a 有逆元6 .口 

上面命题中假设 A 有单位元是本质的，就是说，去掉这个假设命题就不 
成立了.这只要想一下素数 P 阶循环群 A 上的零乘环就可明白了. 

希望 A / J 是一个域，就是要求在 J 和 A 之间不再有 A 的理想.这就是下 
面定义的内容. 

定义 4.8 —个环 A 的真理想 J 称作是 A 的极大理想，如果不存在 A 的 
理想 J 有 JJ 

“最大”和“极大”是两个不同的概念，“最大”是比谁都大，而“极大”是没有 
谁比它大.“最大”的最多只能有一个，而“极大”的却可以有很多.例如在整数 
环 I 中，素数/>生成的理想 （ p ) 都是极大理想.这是因为，如果 ( p ) 尘 J f 则 J 
中必有整数《，它不是/>的倍数，即 p , n 互素，因此有.9, r 使得 1 = sp + tn 
€ ；,随之 J = 1这就证得（/0是 Z 的极大理想，它们的个数是无限多.当然 
它们中谁也不是“最大”的. 

定理 4.9 设 A 是有1的交换环，/是4的理想.则 AAT 是域当且仅当 J 
是 A 的一个极大理想. 

证明 由上面命题 4. 7,我们为此要证明的就是： Z = A // 没有真理想 
当且仅当 J 是 A 的一个极大理想.由前面的关于环的同态定理，我们知道，在 
介于 J 和 A 之间的 A 的理想集2=丨 A 的理想 JU 盂 J 盂 A 丨和 X 的真理想集 

1= IA 的真理想/|行$了落 A 丨之间有一个 一一 对 应沒： 

6--1 — ~-芝 

I 1 - - J = |x = x + 

请读者再重新证明一下这个事实.根据这个事实，当2和2中有一个是空集 
时，另外一个也必定是空集，而这正是我们要证的 .口 
域当然是有1的整环，故由上面两个定理便得 

命题 4. 10设 A 是有1的交换环 . A 的极大理想必是 A 的素理想 .口 
下面看几个例子. 

例1整数环 Z . 下一节中我们将证明 ：1 的每一个理想都是主理想，即是 
由某个整数 n 生成的理想 U ). 

这样，若 n 不是素数，说是《 =6 = 2*3, 此时2 $ (6),3 $ (6) 但2 • 3 

6 (6)，这说明 （6) 不是素理想，同理，当 W 不是素数时， （〃） 也不是素理想. 
若户是素数，上面已经看到， （ P ) 是极大理想，当然更是素理想.这样在 Z 中 
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极大理想和素理想是等价的概念，它们就是 （ P )， P 是素数， 

例2域 F 上一元多项式环 F [ x ]. 和 Z —样，将证 FU ] 也是一个主理 
想整环，即每个理想都是主理想的整环. 

若 p ( x ) 是不可约多项式，则 ipix )) 是一个极大理想(请读者自证），因 
而也是 FU ] 的素理想•若 /(： c ) 不是不可约多项式，则和 Z 情况一样，可知 
(/(■ r )) 不是素理想.这样，在 FU ] 中极大理想和素理想是等价的概念，它们 
就是 ( p ( x )). p { x ) 是不可约多项式 • 

例3容易看到 I [ x ] 中的理想 U ) 是一个素理想.今考察由2和： r 生 
成的理想 （2， jc )， 此理想中的元素为2 • g { x ) + x ♦ h ( x ) , g ( x ) , h ( x ) G 
I [ x ], 即是常数项为偶数(包括 0) 的整系数多项式.若有理想 J 较之真大，则 
I 中必有一常数项为奇数的整系数多项式，随之1 6 /，因而 J = I [ x ]. 这就 
说明 (2, x ) 是一个极大理想.这样由 （: r ) 広 (2, x ) 我们看到在 Z [: T ] 中有的 
素理想不是极大理想. * 

一个自然的问题是，在有1的交换环 A 中是否必有素理想？是否必有极 
大理想？由于极大理想也是素理想•因而可归成一个问题：极大理想的存在问 
题. 

在本课程涉及的具体交换环中，我们都能证明极大理想之存在性，而不必 
依赖下面将介绍的 Zorn 引理 • 因而下面内容是可以略去的•另一方面讨论极 
大理想的存在性又是一个学习 Zorn 引理的极好机会，这个引理常被使用，属 
于集合论基础的公理.所以我们还是写在这里，留给感兴趣的读者. 

设 A 是一个有1的（不一定是交换的）环.我们用下面的讨论来说明 A 中 
必有极大理想.显然理想 J 是真理想，当且仅当1 任 /. 这样 （0) 是真理想，若 
(0) 不是极大理想，则必有真理想 A 满足 （0) 笫 A . 对理想问同样的 
问题，这样就得到一串真理想 （0) 孟 U 屯 h 屯 h 尘… • 在过程中，如果某一 
是极大理想，即我们就证完了，不然就得一个无限串.令 j = ur=i 4. 容易 

证明 J 是一个理想.这是因为若 jt, ：v G J ,则 x G l s ^y ^ L ，此时便有工 ，: v 
都在 中 ， n = max ( s ，,但 是理想，因而 V a ^ A,x + y 9 x - y 9 ax , 
xa 也都在4,随之也都在 J 中，这就证明了 /是一个理想•由于1不属于任意 
i n , 因而1也不会属于这些的并集 j 中，即1任这就是说 j 仍是一个真 

理想.如果 J 仍不是极大理想，就仿上继续作下去而又得到一串真理想 J $ 

J 2 ^ J 3 芏…，如果在此过程中，人仍都不是极大理想，就又得一个递增 

的无限理想串，令 K 二 再从真理想 K 开始干同样的事， A 是一个 
固定集合，而另一方面，借助于单位元的存在，我们永远可从一个真理想扩大 
到另一个较大的真理想上去，我们就应该会在某一步得到一个极大理想. 


这个似乎合情合理的说明中似乎有一点没有说透.如果从反面问一下：在 
上述过程中假设在任何一步都得不到板大理想，会引出什么矛盾来吗？ 

数学上在遇到这种情况时使用的办法就是 ：第一 把情况说清楚，第二把它 

作为公理承认下来 . Zorn 引理就是针对上述情形的一个公理. 

为了把情况说清楚，要引入一些概念，它们在数学中是重要的，常出现的. 
定义 4. 11设非空集 M 中有一个二元关系 <. 如果这个关系 < 满足下 
列条件： 

P 1) 自反律： V a e M 9 a < a ; 

P 2) 对称律••若 a < 6,6 < a ，则 a = 6 ; 

P 3) 传递律 ：若 则 a ^ c . 

则称关系 < 为 M 的一个偏序，称 （ M , <) 为一个偏序集， 

记 且 为 a < 6. 

定义 4. 12 若 （ M ,<) 是一个偏序集，且对任二 a , 6 6 M 氣有 a < b ， 
或有6 < a ，则称 （ M , <) 为有序集. 

设 了是 偏序集 M 的一个子集，称 M 的一个元素 a 为了 的上界，如果 Vx 
e T , x < a . 称偏序集 （ M ，<) 的一个子集了是有序集（或 链） ，若 （了 ， <) 
是一个有序集.称偏序集 M 的一个元素 a 为 M 的极大元，如果不存在 ： r € 

M , a < x . 

Zorn 引理 一个偏序集 M ， 如果它的任意链都有上界，则对 M 中任一 
元 x , 必有 M 中极大元满足关系 ： x ^ m x . 

把 Zorn 引理作为公理承认下来，而去证明下面 
定理 4. 13 设 A 是有1的环，则 A 必有极大理想_ 

证明 令 M = IA 的所有真理想丨.易见 （ M ， Q ) 是一个偏序集，其中 
^是理想之间的包含关系.在 M 中任取一个链了 = |/ a ,A e 2 L 而往证 T 
必有上界•令 J = Uag ^ a * 首先 J 是一个理想：任取 : rjG /，则由于 J 是 J A , 
a e 2 ，的并集，故必有;乏，使得由于了是链，故 j a ， 
l ft 之间有包含关系，不妨设 J A Q 这样： r ，3； 都在&中，对 V a e A,x + 

jy ， x - y 9 ax 9 xa 都在心中，随之都在 J 中•这就是证明了 J 是理想•其次，和 
前面完全一样，由于 j A 是真理想 ， i 不属于每一 / A , 随之也不属于它们的并集 
/,这说明 l ^ A . 合在一起便说明 J 是真理想，因而 J G M . 显然 V A G 2, 
e J ， 故 J 是了的一个上界. 

这样 A 的真理想组成的偏序集 （ M ， o 满足 Zorn 引理的前提，因而根 
据 Zorn 引理知， M 有极大元，亦即环 A 有极大理想，并且根据 Zorn 引理还 
知，任一真理想都可扩大成一个极大理想 .口 

下面来讨论域 F 上向量空间 V 的基的存在问题.对于有限生成的向量空 



• 104 


第三章环、域与模 


间 V ，我们在线性代数中已经知道， V 是有（有限）基的.但对于任意向量空 
间 V ,它是否也有基呢！这是一个较极大理想的存在更使人感兴趣的问题, 
因为前面已经看到，如果 v 有基， v 中任一元素通过基有一个唯一表达式, 
这对于我们讨论向量空间的各种性质是非常方便的. 

如果向量空间 V 中存在一个极大的线性无关集则 B 就是 V 的一个 
基.这里“极大”的意义当然指若 B 迄 C , 则集 C 就不是线性无关集.为此只 
需证明， V 中不在 B 中的任一元素都可表成 B 中有限个元素的线性和.取 ： r 
各 = 丨. B 盂 C , 故 C 不是线性无关的，这就是说在 C 中 

有一线性相关的有限子集 £. 由于线性无关集 B 的任一有限子集，依定义，都 
是线性无关的，故必有 x G £：，记£： = 其中卜6 B , 此时便 

有£是线性相关的，而丨心，…，\丨是线性无关的，即得： r 可表示成心，…， 乂 
的线性和•这就证明了 ：极 大线性无关集 B 是 V 的基. 

这样，证明向量空间 V 的基的存在性就 归结为 V 的极大线性无关集的存 
在性.有了 Zorn 引理，有了上面证明极大理想存在的经验，证明 V 的板大无 
关集的存在就没有什么困难了. 

设 V 是域 F 上向量空间.令 M 是 V 中一切线性无关集组成的集 
合. （ M , G ), 其中 G 是集合的包含关系，是一个偏序集.龠读者证明一下， 
这个偏序集 M 中的每一个链在 M 中都有上界，这样根据 Zorn 引理便得 M 
中有极大元再注意到上面刚证过的事实便得下面 

定理 4. 14设 V 是域 F 上向 量空间 ，则 V 有基，且 V 的任一线性无关 
子集都可扩大成 v 的一个基. 

一般言，对于有限的情况，极大元的存在是显然的.而对于无限的情况 ，往 
往利用 Zorn 引理可证得极大元的存在. 

练习 

1. 设整环 K 的特征为素数/>，证明： 

1) 对任意 有 （a + 6 )P = a p + b p ; 

2、令 •• R - ^ R 1 - _ a p 是环同态，称为 Frobenius 同态； 

3) 当 J ? 是域时，0是域同构，称为 Frobenius 同构. 

2. 设 2[ / ] = i a + bi \ a 9 b G 2(. 求证： Z [ f ] /(1 + 0 是域. 

3 . 证明 ： （4) 是偶 数环尺 的最大理想，但 尺/(4) 不是域. 

4 •在 ZU ] 中的理想 （5) 和 (11) 是不是素理想？ 

5.设^ …是交换环 k 的一个素理想降链.证明 ： p = nruA 是尺的素理 


想. 
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§5整环的整除理论 

本节我们继续讨论以2、二次数环、多项式为其特例的整环 i ?. 主题是把 

l、 FU ] 中的整除理论推广到一般的整环上去，而在这一推广过程中引入 
E u did 整环、主理想整环以及唯一分解整环. 

分析出并抓住一些重要特例的本质性质，并把它们推广到一般的情形，从 
而使在具体情形行之有效的工具也能在一般场合发挥作用，这是数学中常用 
的手法.有的推广很难，有的推广则是有点照猫画虎.本节中的推广是后者，因 
而也是初学者学习推广工作的一个好机会. 

首先回忆一下1和 F [ jc ] 的整除理论. 

在整数环 Z 中给两个整数（可以为 0) a ，6,说 a 整除6,记作当且 
仅当6 = ac ， c e Z . 当 a 16 时，称 a 为 6 的因数，称 b 为 a 的倍数.整除理论 
的中心问题就是给定 a ，6 后，去判断是否有 a 16. 

在2中单位元1的因数只有± 1,它们是任何整数的因数，因而在整除理 
论中心问题中它们是丝毫不起作用的.但常引出一些叙述上的麻烦. 

在2中，若 a |6且6 U ,则称 a ，6为相伴数.整数 a ，6是相伴数当且仅当 
a = ± 5.整数 a 永远有± 1, ± a 为它的因数，称它们为 a 的平凡因数.称 a 
为素数，如果 a 关± i 且 a 没有非平凡因数. 

另外我们还熟知 a , 6的公倍数、最小公倍数、公因数、最大公因数的概念 
以及 a ， b 互素的概念. 

我们有整数的绝对值 ui 的概念 ， ui e ru 101 . 与绝对值相联系的 

在 I 中有 Euclid 带余除法：任给整数 a , 6^0,则有唯一存在的整数 g 和 r 满 
足 

a = bq + r ， 0 ^ r < | 6 | . 

熟知地，由 Euclid 算法我们可 证得： 

Z 1) 整数 a ， b 的最大公因数 ( a ， b ) = as + bt ， s ， t 泛 Z . 

Z 2) 若 p 是素数且则必有或 />|6. 

Z 3) 算术基本定理 

(1) 任一非零非± 1的整数 a 二 P \ p 2〜 P n ， 所有 A 都是素数(分解的存 
在性）； 

(2) 若 a = p \ p 2 … Pn = q \ q ： r “ 所有 p t . q , 都是素数，贝！ J 必有 《 = 

m , 且适当排列后可得对任意 i ， 有久=土 & (分解的唯一性）. 
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如果再回忆一下证明的细节，我们会发现，由整数绝对值的性质（即 a 是 
6 的真因数，则 Ul <\ b \ )便有整数分解的存在性，而 Euclid 算法 4 Z 1) 3 
Z 2) => 整数分解的唯一性. 

对于数域 F 上的一元多项式环 FU ]， 我们类似地也有整除、相伴多项 
式、因式、真因式、不可约多项式、最大公因式、最小公倍式等概念，就不在这里 
重提它们的定义了.要注意的是， FU ] 中的单位元1的因子是数域 F 中所 
有非零的数，因而两个多项式 f { x ) y g { jc ) 是相伴的当且仅当 fix ) = 
a ， g ( x ),0^ aeF . 这就是说，在整除理论中2中的± 1和 F [ x ] 中的非零 
常数是处在彼此相应的位置上. 

我们有非零多项式 fix ) 的次数 deg /的概念 ， deg / € 2 + U !0 l .与 
deg / 相联系的在 F [ or ] 中也有 Euclid 带余除法 ：任给 F [ x ] 中多项式， 
f ( jc ), g ( x ) 关0,则有唯一存在的多项式 qU ) 和 r ( x ) 满足： 

fix ) = g ( x ) q ( j ：) + r ( jr ) , deg r < deg 豸或 r = 0. 

熟知地，和数环 2 中的证明完全平行地，由 F [ x ] 中的 Euclid 算法我们可证 
得： 

F 1) 多项式 f ( x ) , g ( a :) 的最大公因式 ( f ( x ), g ( x )) = f ( x ) s ( jr ) + 
g ( x ) t ( x ), s ( x ), t ( x ) € F [ x ]. 

F 2) 若 p ( x ) 是不可约多项式，且 p ( x )\ f ( x ) g ( x ), 则必有 
/>( x )|/(: c ) 或 p { x ) I g ( x ). 

F 3) 唯一分解定理 

(1) 任一非常数一元多项式 /( JT ) = p '、 x 、 pAjc 、 … p n ( x ) , 所有 p t { x ) 

都是不可约多项式(分解的存在 性）； 

(2) 若 fix ) = p \( oc ) p „( x ) = … q m ( x ), 所有 

A ( x ),%( x ) 都是不可约多项式，则必有 《 = 且适当排列后可得对任意 
i ， 存在 a , G F , 使得 A = a 见（分解的唯一性）. 

同样，回想一下相应的证明，你会发现，由一元多项式 fix ) 的次数 
deg fix ) 的性质（即 f ( x ) 是 g ( jc ) 的真因式，则 deg f ( x ) < deg g ( x )) 便 
得 fix ) 的分解的存在性，而 Euclid 算法$ F 1) F 2) => / U ) 分解的唯一 
性. 

关于 Z ， F [ x ] 我们有下面 

命麵 5. 1 1) 整数环2中任意理想都是主理想. 

2) 数域 F 上一元多项式环 Ftr ] 中任意理想都是主理想. 

证明 1) 设/是 2的非零理想，则 JV = 丨 I a | ，0 / a G /丨是的非空 
子集，命其中最小数为 n 而取 a G /, | a | = n . 今证 J = ( a ). 任取6 G J , 
由 Euclid 算法得 6 = ga + r ， 其中 r = 0 或 0< r < | a | . 由于 r = b - qa 
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6 /,故后一种情形由于《的选择不可能发生，即必 r = 0,亦即6 =收 G 
U ). 这就证得 J = ( a ). 

2) 设 J 是 F [ ar ] 的非零理想，则 N - | deg /(: r )，0^/(„ r )6^* Z + U 
|0[ 的非空子集，命其中最小数为 ri 而取 f(x) € I ,deg fix) - n . 利用 
FU ] 的 EucW 算法容易证明 ： J = (/(^)). □ 

我们详细地复习了 Z 和 Fix] 的整除理论之后，把它推广到一般环上去 
该不是很困难的事了，至少是有路可循了 .对非交换环，或者有零因子的环，对 
它们讨论整除理论，因为太泛而不会有好的结果的.自然地要限制在整环而非 
域的范围内，因为对于域而言，每个非零元是任意元的因子，因而无整除理论 
好谈. 

设尺是整环，我们首先把 i ? 的整除理论的基本概念介绍一下. 

设 a ，6 G R ， a 整除6,记作 a \b ,当且仅当6 = ac , c € R . 当 a |6 时， 
称 a 是6的因子 ， 6是《的倍元.称单位元1的因子为只的单位.称 a , 6为相 
伴元，如果 a = « «是单位.非零元 a 永远有单位及其相伴元为其因子，这 

些称为 a 的平凡因子.没有非平凡因子的非零元称为 R 的既约元. 

我们有理想特别是主理想的概念，主理想 U ) = Ur,re i ? i 刚好就是 a 
的一切倍元的集合.因而用主理想的语言去表达上述基本概念是很方 便的： 

a 整除6 € ( a ) ; 

a 是 的单位 ^==^( a ) = R ; 

ci , b 为相伴兀 ( a ) = (b) ; 

6 是 a 的真因子 <=» ( a ) $ ( 6 ) $ i ?; 

a 是既约元 ^( a ) 是极大主理想. 

在前面的回顾中，我们特别注意到性质 Z 2) 和 F 2) 对分解的唯一性是至 
关重要的. 

定义 5.2 整环 JR 中元素称作素元，如果对任意 a i ?， 有 U 6 则 
必有 p U 或 p 1占. 

命题 5. 3在整环 i ? 中，是素元当且仅当 （/>) 是素理想. 

证明 （ p ) 是素理想 w (/>) 必 aG (/>) 或 (/>). 把一个元 

素属于一个主理想的事实用整除的语言去叙述，后者 就是： p \ ab 则必 pk 或 

p \ b . □ 

在上节中我们知道极大理想是素理想，但极大主理想（所有主理想中的极 
大元）和极大理想（所有理想中的极大元）尚有一定距离.故在一般整环中既约 
元和素元是两个不同的概念. 
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命题 5.4 1) 在整环及中，素元必是既约元. 

2) 在整环 i ? 中，若每一既约元都是素元，则在 i ? 中元素分解的唯一性成 

立，即若 a = p \ p 2 … Ps 二 qi ( i 2 … 和％是既约兀，则必有 . s =(，而适 
当编序后有 A 和 g , 是相伴元. 

证明 1) 由素元和既约元的定义可得. 

2) 和1中整数分解的唯一性证明是一样的 .□ 

我们知道，在2和 F [ x ] 中有了唯一分解定理，关于整除的一些基本问 
题，诸如判断一个元素是否整除另一个元素，求两个元素的最大公因式，最小 
公倍式，都可以从这些元素的唯一分解式直接读出来.因而找出一些充分条件 
以保证一个整环是下面定义的唯一分解环是我们感兴趣的一个问题. 

定义 5.5 —个整环尺称作是唯一分解环，如果 

Dl ) i ? 中任一非零非单位元《二 p 、 p 2 ." 九，所有九都是既约元(分解的 
存在性）； 


D2) 右 a = p I Pi 


P 


qi<i2 … q 


m 


所有九，仏都是既约元，则必有 h 


9 


且适当排列后可得对任意 


有 ( A ) - iq t ) (分解的唯一 性）. 


个摆在我们面前这样的充分条件就是 Euclid 算法.为此需要把 Z 和 


F[x] 都有的 Euclid 算法统一起来，用一般整环的语言表述出来就行了. 
定义 5,6 1) 称一个整环 R 有 Euclid 除式，如果 


( a ) 有一映射 


♦ • \ R 的非零元全体} 一"- Z + U I 0 i ; 

( b ) 任给 i ? 中元素《，6关0,则有满足 

a = + r ，其中 r = 0 或 ^( r ) < ^(6). (1) 

2 ) 称有 Euclid 除式的整环 jR 为 Euclid 环. 

当然在 Euclid 环中，给了 a 和6关0,并没有一个算法可算出满足 （1) 的 
q ， r ， 这和在2和 F [ x ] 中有一个 Euclid 算法是不一样的.在 Euclid 环中我们 
并没有要求满足 （1) 的 g ， r 的唯一性，原因是 U ) 的存在性足以保证 Euclid 环 
是一个唯一分解环.这就是 


定理 5,7 Euclid 环是唯一分解环. □ 

运用2和 Fix ] 中唯一分解定理的证明思路，严格用整环中的语言把它 
们表述出来，我们就很容易证明上面这个定理.我们把这工作留给读者.当然 
从下面的讨论中，作为推论也将得到这个定理. 

定义 5.8 若一个整环的每个理想都是主理想（即由一个元素生成的理 
想），就称之为主理想整环. 

命题 5.9 Euclid 环是主理想整环. □ 


证明留给读者. 
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下面证明主理想整环 i ? 必是唯一分解环. 

先考察分解的存在性.任取0关 a € 不是单位，而问 a 是否为既约 
元.若是，则已得《的分解，若否，则 a = a , b Xy 这里 ai ，~ 是 a 的非平凡因 
子.再对^，心问同样的问题，如此继续下去.什么时候 a 没有分解式呢？那 
就是 a 有非平凡因子 q ， Cl 有非平凡因子 c 2 ，…， q 有非平凡因子 C „ + 1 ，…，并 
且是无限地分解下去.这种情况，用理想的语言来表述，就是存在无限严格递 
升主理 想链： 

( a ) ^ ( c 。 屯 ( C2 ) $ …$ ( c „) $ … (2) 

排除这种情况的办法就是要求下面条件成立 

定义 5. 10称一个环 i ? 对主理想满足极大条件，如果 i ? 中任一无限递 
升主理想链 


尘 （ c 2 ) 车 


« » » 


^ (cj m 


攀參镰 


在有限步必停下来，即存在 N ， 使得 ( c N ) - ( c N+1 ),z e z 


命题 5.11 1) 主理想整环 P 对主理想满足极大条件. 


(3) 


2) 在主理想整环 i ? 中每一非单位，非零元素都可表成一些既约元的乘 
积（分解的存在性）. 

证明 1) 在 R 中任取一无限递升主理想链 （3) .令 J = U ( c t ). 我们知 

I 

道/是一个理想.但依定义，在主理想环只中，每一理想都是主理想，故/ = 
(6)，6 6 由6 G J 而 J 是 （ c ,) 的并集，故必存在 一 N 使6 6 ic N ). 这样 


(6) S( CN )c I = (6)，从而 （ CN ) = ( c N+t :6 2 + ,即 对主理想满足极 

大条件. 

2) 任取非单位非零元 a G R . 若 a 是既约元，则得 a 的分解式，不然 a 
= a 这里是《的真因子，再对 a { , b x 问同样的问题，如此继续 
下去.此时或者在有限步内 a 分解成一些既约元乘积，或者得到一无限严格 
递升主理想链 (2) .由 1) 知后者不可能出现，因而得到 a 的分解的存在性. □ 
其次来考察分解的唯一性.过去关于 Z 和 F [ a :] 的讨论中，我们都熟悉: 
命题 ZlKFl ))^ 命题 Z 2)( F 2))^ 分解的唯一性的推导过程.就是说，如果 
对一个整环我们能有类似 Z 1) 和 F 1) 的命题，那就驾轻就熟地可以由之得到 
类似 Z 2) 和 F 2) 的命题，以及分解的唯一性.下面就来做这件事. 

在一个 整环尺 中，称元素 d 是^2,6的公因子，如果 £ /|«, £ /|6.称 aj 的 
一个公因子 d 为极大公因子，如果对 a ,6的任意公因子 c 都有 c M . 易见 a ，6 
的极大公因子不是唯一的，但它们必是相伴的.在这种意义下，我们用 （ a ，6) 
表示 a , b 的极大公因子.若 {a , b ) ― 1 (或单位），则称 a 互素. 

根据理想的定义，可直接验证下面 
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引理 5. 12 在一个环中，两个理想 /，J 之和 J + J + y y x G / 


yen 仍是 i? 的理想 ■特别 ，主理想 ( a ) Ab ) 之和 U) + (6) 




ax + by 


x 


y ^ Rl 是理想，但一般不一定是主理想. □ 

命题 5.B 在主理想整环 K 中， （a ， 6) 可表成 a, 6的线性和，即存在 


6 R 使得 ( a ， b ) 二 m + tb . 


s 


证明主理想 U),(6) 之和 U) + (M 是 沢的一 个理想，但 i? 是主理想 
环，故有 d e R 使得 (a) + (h) = {d), 因而存在 s，t 令 R ， 使得 d = 
tb . 由于 a G (d) y b 6 (^/)故3|0,3|6，即£^是6!，6的一个公因子.但另 
方面， d = sa + tb ， 由之显然有 a ，6 的公因子 c 必是 J 的因子，即得 d 就是 
b 的一个极大公因子. □ 

由这个命题读者可以容易地得下面两命题. 


命题 5. 14在主理想整环 i? 中，既约元都是素元 .口 
命题 5. 15在主理想整环 i? 中，元素分解的唯一性成立. □ 

命题 5. 11和上命题合在一'起便是 
定理 5. 16主理想整环是唯一分解环. □ 

这样我们有 Euclid 环类£主理想整环类 C 唯一分解环类.下面将会看 
到这里的包含关系是真包含关系. 


在完成 Z 和 FU] 的整除理论之后，接着很自然地是对下列诸具体整环 
讨论整除问 题:与 整数环 Z 最接近的二次实数环2[/^] = la + b 4 d \ a.b 


二次复数环2 [ \ T ^ d ] = \a + b 


为无平方 


因数的正整数;域 F 上一元多项式 FU] 的推广 FUi ，…，&]，以及2上一 
元多项式环 2 [: r]. 现在就来逐一讨论. 


设 d 是无平方因数的正整数，而来讨论复二次数环 Z [/^ d ] 的整除理 
论.为方便计，把记作 cr . 


易知 Z [ a ] 的分式域是复二次数域 Q[a] = \a + b s / - d ,a ,6 6 Ql . 对 
X G Q[a] 用: r 表复数: r 的共辗数，规定 x - a + ba 范数 

N(x ) = xx — a 2 — b 2 a 2 — a 2 + b 2 d ♦ 

易知 V d 6 Q [ a ] f N ( xy ) = N ( x ) N ( y ). 

而当 0 弇 X 6 ZU] 时， Nix ) 是正整数.容易证明下面 

命题 5.17 设 d 是无平方因数的正整数，在复二次数环中有 

1) 对任意正整数 n，N (: r) = n 的: r 只有有限多个. 

2) x 是单位当且仅当 iV(x) = 1，随之只有有限个单位. 

3) 与： c 相伴的元素只有有限多个. 

4) 任取0关 G ZCV^]， 则的因子只有有限多个. 

5) Z [^ d ] 中任意非零，非单位元都可分解成既约元的乘积 .□ 





C.F.Gauss(1777- 1855) 第一个深入地研究了 Z[i}. 这开始了现在称之 
为代数数论的研究，后人称 E[ i ] 为 Gauss 环. 

命題 5 . 18 Gauss 环 2[ z ] 是 Euclid 环，因而是唯 一 分解环. 

证明我们的范数 N ( x ) 给出到 I + U SOI 的一个函数.今证2[/] 
有 Euclid 除式.任取 p e z [ n , 要证必有 e z [/] 使得 a = (3 d + 

0 ), 在域中用去除 a 


y 且 iv(y) < iv(/?) 或 y 

=/30 + y 的两侧，便得 - 


0 ( 即 N ( y ) 


rnrnmm 


s + 


y 






而上面要求的条件 N ( y ) < N (戸 )就变 


成 N (^) < 1. 因而命题的证明就归结为 ：给定 



a + bi e Q[0, 必有》 


^ S + ti e z[i] 使 N(j - 5) < 1，这样只要取离有理数 a 最近的整数 s 和 
离6最近的整数“使得 | a - H •，丨6 - 幻这时就有 


N(f — <5) = N((a - s) + (b - t)i) 

= (a - s) 2 + (b - £ ) 2 ^ < 1, 

这就证明2[幻是 Euclid 环. □ 

下面例子说明，有许多复二次数环2[/^]不是唯一分解环 
例在 Z [ V ^] 中，数6有下面两个分解 

6=1 — ( - 5) = (1 + 4: 5)(1 - 7:5), 6 = 2*3 


利用范数，不难得到 Z [^~5] 中的单位 a 


a + 6 %/ — 5满足 


N ( a ) 


N(a + b */ 二 5 ) 


2 + b 2 5 




故只有两个单位 ±1. 而 N (2) 


4, N ⑶ 


9,N(1 + /^5) 


•且 Z [/^]中不存在数 a , 使 N(a) 


2或 N ( a ) 


= 6 = N (I - 
3,故知2,3, 


1 + fl,l - /^5都 id 既约元，且这四个数间并没有相伴关系.这就说明 
2 [/ ^1] 是一个分解存在，但分解不唯一的整环. 

类似地，在 Zl ^ ls ] 中我们有 


14 


1 + 13 = (1 + /^13)(1 - /^13) = 2-7, 


即14有两种本质上不同的既约元的分解.作为练习当 = 4 n +3 ，ti >2时 
考虑1 + d 的分解，可以证明2[/=1]是一个分解存在而不唯一的整环. 


下面介绍一下关于二次代数整数环的结果而略去证明. 0中数 (9 称为 Q 
上代数数，如果它是 Q 上某个多项式 /(< r ) 的根. e 称为 n 次代数数，如果 
deg /( x ) 为 n . 0 称为代数整数，如果它是 Z 上某个最高次数项的系数为 1 
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的多项式的根.容易证明二次代数数域（即含一个二次代数数0的最小数域) 
可表成 Q [ v "^]， 其中 m 是无平方因数的整数. Q [ v ^] 中所有代数整数的 

集合，用符号记之，可以证明它是一个数环，称之为二次代数整数环. 

可以 证明： 

当 w =2,3( mod 4 ) 时 ，I ( \f~rn ) = Z [ ^f~m ]. 

当 m = I (mod 4 ) 时 ， J ( \f~m ) = 芝 [―1/2+ \Trn /2] . 

例如 1{/^~1) = ![/],7(/19) - 2[/l9], = Z [- 1/2 + 


/^3/2] 等等. 

关于复二次代数整数环 I (^ d),d > 0,我们有很漂亮的 结果: 
I ( v r ^ d ) 是唯一分解整环当且仅当 - — 1 ， -2,-3 ， —7，— 11 ， ~19, 

-43, -67, - 163, 其中“当”部分是 Gauss 在约 190 年前证明的，他并猜测“仅 
当”部分也该成立，但“仅当”部分直到 1966 年才被 Baker 和 Stark 证出.另外 
我们还知道•只有当 —— 1 ， -2,-3 ， -7 ， ~11 时 是 Euclid 环. 

关于实二次代数整数环 I (/ d),d >0,只就 I (/ d ) = Z [/ d ] 的情况简 
单提一下.很自然的，对 a 二 a + b 4 d y b G 2, 引进共扼数 0 ： = a - 而 
考虑乘积 N ( a ) = a ; = a 2 ~ b 2 d . 由于 d 是正整数， aS 可能取负值（这和复 
二次数环中‘永远是非负的情况，很不一样），这样我们只好考虑 a 的范数 
N ( a ) 的绝对值 | iVU )| ,它是定义域为 Z [/ d ] 而取值在 2+ LM 0 I 中的一个 
函数，因而符合 Euclid 算法中对所用函数的基本要求，当然这里也有 N ( aj 3) 
= N ( a ) N (/?). 容易 证明： a 是单位当且仅当 | N ( a )| = 1. 由之，若 a 是既 
约元，则 \ N ( a )\ >2,这样，任一元素卢最多可分成 \ N (^)\/2 个既约元的 
乘积，故知在中元素的分解是存在的. 

为了感觉一下这里的困难和特点，看一下 I (^ f 2) = Z 1 V 1] 的单位，易见 a 
= a + 6乃是单位当且仅当丨 N ( a)l =1,即 | a 2 - 6 2 2 1=1. 由之知 a > = 
1+^2,随之 V 都是单位，即有无穷多个 单位； 另外可以想象，范数为某一正 
整数^的彼此不相伴的因子也可能有无穷多个，而这的确是可以证明的.虽 
然如此， Gauss 猜 想：有 无穷多个实二次代数整数环是唯一分解环，这一猜想 
至今仍没有解决•另一方面，我们知道实二次代教整数环 J (/ j ) 是 Eudid 环 

当且仅当 d = 2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57, 73. 

这里有一段史话.由于理想和环的同态联系得那样自然和紧密，常会觉得 
理想是和同态同时出现的.殊不知理想的最初出现是和代数整数环元素的唯 
一分解问题相伴的•从上面二次代数整数环的讨论已经看到元素的分解常不 
是唯一的_元素相当于主理想，元素的分解相当于把主理想表示成一些素主理 
想的乘积，既然有时这样的分解常不唯一，为什么不可以用研究理想（不管它 
是不是主理想）的分解成素理想的乘积来代替元素的分解？在这个更广阔的 
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背景下，也许能有分解的唯一性•在数系扩张的过程中，我们曾看到过，在一个 
宽松的场合中，某些问题常能得到一个满意的解决 . E . E . Kummer (1810 - 

1893) 就是这样作的，他第一个在代数整数环中引入“理想数”（就是现在的理 
想）的概念.关于理想（数）的分解这里不再进一步讨论，只是叙说一下，对代数 
整数环（例如上面的二次整数环）的理想有唯一分解定理. 

现在来讨论多项式环，即 Z [ x ] 以及域 F 上多项式环 F [^， …，： r „] 的唯 
一分解问题•由于 F [ x ,, x 2 ] =朽々][1 2 ]，故可归结为 ：假设 i ? 是唯一分解 
环，问是否仍为唯一分解环.当然也可以问：若 i ? 是 Euclid 环或主理想 
整环， R [ j ：1 是否也是.但从 Z [ x ] 不是主理想环，可知后面问题不会有肯定 
结果. 

下面证明： Z [ x ] 是唯一分解环. 

取 Z 的分式域 Q , Z [: T ] 当然是 ◎[_ r ] 的一个子环. a [ x ] 是唯一分解 
环.因而证明的关键在于： Z [ x ] 中非常数的既约多项式是否仍是 Q [ x ] 的既 
约多项式. 

任取 fix ) e iu ]. 把 /( x ) 的所有系数的最大公因数提出来便得 
/(. r ) = agU )， 其中 g { x ) e 1[ X ]， 而其所有系数的最大公因数为1，这个 
概念很有用，写成 

定义 5.19 gU ) e I [ x ]. 若 g (: r ) 的所有系数的最大公因数为1，就 
称为本原多项式. 

Z [: T ] 中的既约元可分两类 ：常数 既约元，这就是 Z 中的正负素数，还有 
就是次数> 1的既约多项式 g ( j -) y 显然这时 g ( jr ) 必是一个本原多项式. 

先讨论分解的存在性.任取非单位，非零多项式 fix ) e iu ]. 由上知 

/( x ) = ag ( x),a € I , 而 gU ) 是本原多项式.显然 a PJ ■表为 Z [: r ] 中常数 
既约元的乘积.另一方面，本原多项式 g ( jc ) 没有常数既约元作为其因子，其 
因子只能是次数> 1的整系数多项式，利用多项式的次数可知 g ( a :) 最多可 
分解 deg gU ) 个因子的乘积而不会无限制的分解下去.合起来便得 / U 、） 可 
分解成既约元的乘积. 

再讨论分解的唯一性.这本质上就是要证： I [ x ] 的非常数的本原多项式 
^( x ), 若在 ZU ] 中是既约元，则在 QU ] 中 # U ) 也是既约元.用反证法，而 
设 g -( JT ) 在@[ 1 ]中可约，即有 g { x ) = s ( x ) • t { jc ) , s { x ) yt { x ) G @[： r ]， 它 
们的次数 >1, 对 〆 ■ r )， H ： r ) 处理一下，就可得 Ax ) = g . 5 0 (^), Kx ) = 
r • 其中 g ， r G Q 而 hUhbU ) 是 2[_ r ] 中的本原多项式.这样 

a . g ( jr ) = b * s 0 (: r ) •， 0 (: r )， a ,b ^ 2， a ，6 互素. 

由之得 6 整除 a • g ( x ) 的每一个系数，但 6 ，《互素，故6整除 g ( x ) 的每 
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一系数.但 g (^ c ) 是本原多项式，这样必有6 = ± 1，如果我们能证：两个本原 
多项式 5 0 (- r )^ o (- r ) 的乘积仍是本原多项式，则重复刚作的讨论可得 

a =±1. 这样也就得 g (_ r ) 在1[: r ] 中是可分解的，而和 #(: r ) 是 Z [_ r ] 的既 

约多项式相矛盾.这也就完成了 MX ) 在 U [ x ] 中也是既约元的证明. 

Gauss 引理设 s ( x ) 9 t ( x ) ^ Z [: r ]， 则 s ( a :) 是本原多项式当且 

仅当 5(^) KX ) 是本原多项式. 

证明只 需证： sU )， r (： r ) 是本原多项式，则 s ( a :) t ( x ) 也是.介绍两个 



证法1 


s ( x ) = a 0 + a { x + ••- + a n j： n 9 t ( x ) 


十 6 〖： r + ••• 十 b m jc m . 


s{jc)t{x) = c 0 + q:r + …十 c n ^ m j： n ^ m , 

只需证明对任一素数 /)， 必有一系数 c k , p ^ c k . 由于 s ( x )( t ( x )) 是本原多 
项式，必有系数不能被 /) 整除.设第一个不被 p 整除的系数为 a , (~)，即 
p \ a t J < i(p I b h ,k < j ) $ K p ^ ai ( p ^ b } ). 此时令* = i + j 而考察 

C k = 吨 + a^ x b^ x + **• + 


〜 6 0 + + 屮 _2〜 +2 + … + ^obk - 


上式右侧中除 a 也外其余各项均被 /) 整除，但 p ' afi ” 因而/ .口 

证法2对任 一 素数户，考虑有限域 ' = 2/(/?) = \n = n + ( p ) ,n 
e 2 K 提醒一下 5 当且仅当 p \ n . 我们知道有同态对应 


令， • I —= 2/( p ) 

n 1 - ► n . 


利用 4 可如下得到一个集 2[ x ] 到集 Z p [ x ] 上的对应，仍记作 

♦ Z [ j ：]—► Z p [ x ] 

a 0 + a x x + + a m x nh ~ ^ a 0 + a x x + ••- + a m x m . 

直接验证可知4是环 ZU ] 到环 ZpU ] 上的同态对应.任取 f { x ) 6 Z [ x ], 
易知 Hf { x )) = o 当且仅当 /) 整除 /U) 的每一个系数. 

设 s ( x )， f (: r ) 是 2[: r ] 中两个本原多项式.此时 j >{ s { x )) ^0,^( t ( jc )) 
关 0. 由于 Z “: r ] 是一个整环，因而没有零因子，所以 

^( s ( j ：) t ( x )) = 仏（ X )) • ^ 0, 

即多项式 s ( x ) t ( x ) 的系数 C , 有不被整除者.但这里可以是任意素数，即 
证得所有系数 q 的最大公因数为1,即 s ( x ) t ( x ) 是本原多项式 .□ 


比较一下两个证法是有趣的■第一证法突出一个具体 技巧，而第二个证法 
则借用数论中的一个一般 技巧： 把整数的问題转移到 z p 上去看一看. 
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有了 Gauss 引理，以及它前面的一些讨论便得 

命题 5.20 #( x ) 是 Z [ x ] 中非常数本原多项式.是 I [: r ] 的既约 
元当且仅当 g (： r ) 是 QU ] 的既约元. 

定理 5.21 Z [ x ] 是唯一分解环， 

证明上面已证分解的存在性.今证分解的唯一性. 

设 Z [: r ] 中非零，非单位的多项式 /( x ) = p \''- pi - ( X )••* s n ( jc )= 

qn . t x ( x )- t m { x ), 其中 A ， 仏是 2[_ r ] 中的常数既约元（即正负素 
数），而 Z [ x ] 中的非常数既约元.令 

P = Pi … Pi ， A(X) = S n (X ) ， 

q = qi."q r ， t{x) = ^(x) •■- t m {jc). 

则有 

f ( x ) = p • 5( x ) = q - t ( x ). 

注意到 5,( j :) , j :) 是本原多项式，因而依 Gauss 引理， s ( x ) , t ( jc ) 也是本原 

多项式.易知（类似前面的讨论）整数 /) 和 g 必相伴，即 p q , 因而也有 

i'(x) = ± 

由 /) = ± g 及2是唯一分解环知必有/ = r , 而重新编号后有 /), = ± q { , 
i = 1，…，由 s ( x ) - ± f ( x ) 及 Q [ x ] 是唯一分解环，以及命题5,20知：必 
有 w = m • 而重新编号后有 s ,( a :) = ago :)， i 二 1，…，” = w ，其中 <2,是 
a [ x ] 中的单位，即七 e 再用一下上面用过几次的事实，知=土 1，即 
s , u ) =± ~ u )， 亦即 s ,( x)m ( u ) 在 z [ x ] 中是相伴元•这样就证明了分 

解的唯 一 * 性. o 

掌握上面这个 Z [: r ] 的定理的证明思路，就得到下面 
定理 5.22 若是唯一分解环，则 K [* r ] 也是唯一分解环， 

推论 5.23 域 F 上多项式环 FUi ，…， _ r „] 是唯一分解环. 

至此我们结束关于整环的整除理论的介绍.应该提一下的是：整环的唯一 
分解定理（算术基本定理）对于整环的整除问題的讨论有点类似复数域的代数 
基本定理对于多项式根的讨论，只是理论上一个保证，还有很多事要作.例如， 
二次代数整数环（或者 2[ x ]， 或 FUi ，…， _ r „]) 中既约元是什么样子，给出 
了一个元素会具体找出分解式吗？这些常是很难的事情，很多问题都还没有 
得到解决. 

练习 


1.在 Z [ f ] 中， 
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1) 求证 a 十6/是单位的充要条件是 |a + h 丨=1，这里丨 a 十6/ | 是 a 十 W 的模, 
并且求 ZU ] 的所有 单位； 

2) 证明：1 -2/ 是既约元. 

2 .证明 ： Z [乃 ] = I a + 6 V 2 是 Euclid 环. 

3. 证 明： Euclid 环是主理想 整环. 

4. 证 明： 主理想整环的商环是主理想整环. 

5. 证 明：在 唯一分解整环 P 中，任意两个元素都有一个最大公因子. 

6. 设 P 为唯一分解整环，0关 a G 尺，则 K 仅有有限个含 a 的主理想， 

§6环的表示与模 

我们已熟悉群可分两 大类： 一是抽象群，即在一个一般集合上，用公理刻 
画其上的一个运算而得 到的； 二是具体群，如一个矩阵集关于矩阵的运算作成 
的群 ，一 个变换集关于变换的乘法作成的群等等，总之在这些群中元素是具体 
的，运算也是具体的•研究群的方法之一就是把抽象群和具体群联系起来，当 
然这里联系的方式只有一种，那就是同态， Cayley 定理是说一个群 G 总是和 
一个集 M (二 G ) 上的变换群同构的.我们还知道，一个群 G 和集 M 上的一个 
变换群同态当且仅当 M 是一个 G -集，就是说，研究 G -集和研究群的变换 
群表示是一回事. 

环和群的情况完全类似 ：有抽 象环和具体环，如函数环、矩阵环、线性变换 
环，等等都是具体环•研究环的方法之一就是把抽象环用具体环来表示，即抽 
象环到某一类具体环的同态.在环论中什么相当于群论中的变换群，又是什么 
相当于 G -集 ，在环论中有没有相应于 Cayley 定理的结果？本节将讨论这些 
问题，而一种可能的答案 是：用 交换群 M 代替集 M , 用交换群 M 的自同态环 
代替集 M 的变换群，用环 K 上的模 （K -模）代替 G - 集. 

任取加群 M . 令 End M 表示加群 M 的所有自同态的全体，规定集 
End M 的加法和乘法如下. • a f /3 6 End M.m 6 M 

a 十 : M - M 

m x - ^ina + m 择 ; 

a • /? : M - M 

m 1 - ma )/?. 

直接验证可知 《 是群 M 的自同态，注意到 M 是交换群 ， a + 也是加群 M 
的自同态，即有 a • /? e End M,a + /? G End M , 亦即这确是集 End M 的两 
个运算.直接验算可知 （End M ， +， •） 是一个环，其恒等元是加群 M 的恒等 
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自同构 1: V w € M ，1 : m 


其零元是加群 


m G 


M ，0: m * ~~ K ), 称 （ EndM ， +， •） 为加群 M 的自同态环.自同态环当然是一 

类具体环，与矩阵(线性变换）环类似，但比之广泛得多的一类具体环. 

定义 6.1 设尺是有1的环， End M 是加群 M 的自同态环.称尺到 
End M 的满足条件#(1) = 1的一个同态4为环尺的一个（自同态环的）表示. 
读者可把环的表示和群的（变换群的）表示作一对比. 

定义 6.2 设 K 是有1的环， M 是加群，还有一个 M x 尺到]\^的运算. 
满足 条件 ： V x，y € M , r,t € R , 

Ml) (x + y)*r=x*r+ ； y-r; 

M2) jo • (r + t ) = x * r + x m t ; 


M 3) 


x • 


( rt ) 




(x * r ) * j ?; 


M4) jr • 1 ~ x . 

就称 M 为环尺上的右模，简记作右 jR - 模 M . 我们常把它看成环尺（右）作 
用到加群 M 上. 


读者可杷右 R -模和群 G 作用于集 M 上的 G -集作一对比 ：粗略 地说， 
I ? - 模和 G -集是类似的，只是前者比后者多了一个加法. 

当 然这和在第二章定义 8.8 中给出的 jR -模是一回事，仅有的区别是这 
里是定义右 R -模，而现在该说那里是定义左 jR -模.这和有人把元素 
6 S 在集 S 的一个变换0下的象记作有人记作 X # 是类似的，本质上 


样，记法不同. 


下面要证 明：环 只的表示和右 K -模是互相等价的语言•其证明思路和 
我们学过的群的（变换群的）表示和 g -集是等价的证明是完全一样的. 

设多： 只 — End M 是环 K 的一个表示.利用4定义环 K 到加群 M 上的一 
个右作用 如下: 对任意 r G R,x € M ， 有 

x • r = x ^( r ), 


这里 < Kr ) £ EndM 而 W ( r ) 是 : r 在 #( r ) 下的象.直接验证可知，在这一环 


只作用下，加群 M 成为右 i ? -模.例如由于多（1) 


X 






1故有 


即得 M 4), 又如 


x * {r + t ) — (r + t ) = x ( + ( r ) 



彡⑴） 


x^( r) + x^(t) 


:r • r 十 jr 




第二个等号是因为彡是环同态，第三个等号是加群的自同态的加法定义.这 
就得 M 2). 
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这样，有环只的一个表示，就得一个右 R -模， 

今设 M 是一个右 J ? -模.利用右尺-模 M 定义环 R 的一个表示如下 


任取 r €只，规定 < Kr ) 为 


Hr ) : M 




X 




M 


x 


r . 


先验证 Hr ) 是加群 M 的一个自同态.这是因为对任意 id 6 M ， 有 


x + y )^( r ) 




y^(r). 


这样对任意 r 6 R ， 有 < f >( r ) e End M . 今定义对应 


R 




r 


斧 


End M 

《（ r )， 


而要证： 0 是环同态.事实上，对任意 G M ， r,Z G i ?， 有 

xj^{r + t) = x*(r + 0~ + 




x ^( r ) + x ^( t ) — jt ( r ) + ^( t )), 


xi >{ rt ) — x . 
UHr )) Ht ) 


ri = (x • r ) * / 

= : r ( 卢 （ r) 彡⑴）， 




所以 5^( r +0= ^( r ) + Ut )， Krt ) = Hr 、 HO ， 即 0 是环同态，随之參是 
环 R 的一个表示. 


这样，有一个右 i ? -模,就得环 i ? 的一个表示. 

读者不难证 明：由 i ? 的一个表示4出发，得一右1? 




M ， 


R - 模 M 又得 i ? 的一个表示0，则有0= 类似地，由 一 右 R -模 M 出 
发，得环的一个表示再由此4又得一右 R -模 N ， 则有尺-模 N 就是由 
之出发的那右1?-模 M . 


上面这些事实合在一起，就说明环 i ? 的表示和右 R -模是一回事，是一 
件事情的两种表达.较之环同态 t 右 i ? -模似乎较具体、实在、容易操作.我 
们已看到促使尺 - 模这一代数系统出现的结构理论（如有限加群的结构问 
题）和环表示理论的背景.这些背景已说明1?-模这一概念的重要性， 


这里再重复一下1?-模的子模、商模等基本概念•我们仅对右 R -模给 
出，并把右丑-模简说成是 i ? -模. 

设 M 是 K -模， N 是加群 M 的子群，如果还有 Q M ， 就称 N 为 
R - 模 M 的子模，这里对任意子集 PGM 和任意子集 : T G 只，规定 


PT — { 一 切形如 ： rt +…+ %的有限和丨其中 

工 ，…，： v € P ，“…， s G R I . 
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易知 i ? -模 M 的子模 N 本身也是一个尺〜模. 

设 M 是 i ? -模， N 是它的一个子模.商群 M -： M/N - |x = N + x , 
X e Ml 是一个加群.今规定 K 到 M 上的（右）作用，即 Hxj ? 到 M 的一个运 

算 如下： i e M,r e K , 

x m r = x • r . 

注意到 N 是子模而有性质 Ni ? Q N ， 直接验证可知上面定义与 _ r 的代表元 : r 
的选择无关，即若 i = ^，则有因而这个规定是合理的.不难证明它 
使 M / N 成为一个 R -模，称 i ? -模 M / N 为 R -模 M (关于子模 iV ) 
的商模. 

两个 R _ 模 M 和 N ， 若4 : M — N 是加群 M 到 iV 的同态，且对任意 
m € M,r 6 i ?， 有 5 Kmr ) = 就称 ♦为 R -模 M 到 K -模 N 的 

一 个同态，如果 4 还是——对应，则称#为尺-模 M 到 R -模 IV 的同构. 

如果多 ： M —*■ N 是 K - 模同态，则 Ker 卢= €" M \ ^(? n ) ~ 0} 不仅 
是加群 M 的子群，还是 K - 模 M 的子模，因为若 w G Ker # ，则# ( m_R ) = 
01? = 0,故也有 mi ? G Kei •彖和群类似的，可以证 明：设 ♦ ' M ， N 是 
尺-模同态，则商模 M/Ker 同构于及 -模 N . 证明也和群论中、环论中的 
类似，我们把它留给读者. 

若是 R -模 M 的子模，规定 

= i — 切形如々 + …+ x " j： f 6 ，的和 }. 

直接验证知 2 n , 也是子模，称之为子模 N,，l 的和. 

\ - 1 

定义 6.3 设乂 ，…， N f 是只 - 模 M 的子模.如果 

(1) M = +…十 AU M 的元可表成中元的和）； 

(2) 若0 = +…+ x f ，； 6 IV ,，则必每一 j ：; = 0 ( M 的元素可表成 

N , 中元的和的唯一性）， 

则称 K -模 M 为其子模乂，…， N , 的（内）直和，记作财= Ni ㊉ … ㊉ 况. 
设^，1<!‘<〖，都是尺-模,作加群的直和 M ， 即 

M = | (^!, , x t ) I V i , x , 6 Mil t 
规定丑到 M 上的一个右作用如下 ：r € K 

( x , ，•- - , j *,) * r = w ). 

容易验证，关于这个右作用，加群 M 成为 K -模，称之为 R -模 M , 的（外）直 
和，也记作 M = iV ^ ㊉ … ㊉ M , • 

这里和交换群的情况完全一样，外直和与内直和是互通的，虽然本质上外 
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直和属于构造理论中的概念而内直和是属于结构理论的概念. 

设 S 是 i ? -模 M 的子集，则 S 在只-模 M 中生成的子模 （ S )， 亦即 M 
中含 S 的所有子模之交，恰是 Si ?， 即 （ S ) = Si ?. 把它的证明留给读者. 

注意到只-模 M 就是环 i ? 的一个表示，所以由一个给定 i ? -模得出它 
的子模、商模，就相当于由一个给定的 i ? 的表示得出丑的许多新的表示.类似 
地 R -模的内直和相当于把环 i ? 的一个复杂的表示分解成 R 的一些简单的 
表示的“和”，而只-模的外直和相当于由尺的一些表示来构造出丑的一个 
新的“大”表示.我们对代数系统理论的熟悉，使得在这里容易地给出诸如子 
模、商模、直和等概念，这比用 i ? 的表示这个语言去直接定义这些新表示要简 
单多了. 

对于给定的环只，找出它的所有表示是很难 的事有 时是不可能 的事然 
而找到一些表示却是很容易的.和群 G 本身可看成一个 G -集一样，环尺本 
身亦可解释成为及-模及，为此只要用环 i ? 的乘法去定义环 i ? 到加群 i ? 上 
的作用即得.我们称丑 -模 R 为 R -正则模，称相应的表示为环 R 的正则表 
示•写出来就是下面的命题，它可和群论中的 Cayley 定理比美 

命题 6,4带1的环和加群只的自同态环 End 只的一个子环同构.这 
就是环丑的正则表示. 

证明下面的推导就是找出 i ? - 模 K 所对应的表示.任取 a 6 K ,规定 

R a •• R —^ R 


易见圮是加群 R 的一个自同态.而 

♦ R —^ 

n I- ► 


End R 



IR 


6,即多 


是环及 到环 End 1?的一个同态.若 i? a =見，贝!1 a = 二 
是单射 .□ 

R - 模 R 的子模： T 当然给出丑的另一新表示.只是子模当且仅当 
r 是加群的子群且7\从第二个条件我们当然有 TTQ T . 

定义 6.5 设犮是带 1 的环，： TQ K ， 若 

1) 了是丑 的子环(不要求子环包含 i ? 的单位元 1) 

2) TR Q T . 


就称了是环只的右理想•同样可定义环尺的左理想. 

这样 ， ：TQ R，T 是右 R -模 i ? 的子模@ : T 是环 K 的右理想.因而环 
R 自身带来了许多只-模.这就是 R 本身和 R 的右理想，例如 aR , aeR,U 
MR 的右理想. 
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在第二章§ 11中我们着重介绍群 G 的变换群的表示以及 G -集，也提 


到群 G 的线性变换群(矩阵群）的表示以及 G 


向量空间.这里我们把后者 


(群 G 的表示）和有限群 G 在域 F 上的群代数 F [ G ] 的表示的关系交代一下. 
我们将看到，这两者实际上是一回事. 

定义 6. 6 1) 设 G 是有限群而 M 是域 F 上有限维向量空间.设有集 M x 

g 到集 m 的一个运算•，它满足以下 条件 ： v e M,a e F ， g，h e g ， 


Ml ) (x + y) 


g 


g + y 9 g 


M2) (a x) * g ~ a(x * g ); 


M3 ) (x m g) * h 




X 




(gh )； 


M4) 


X 


9 


e 




■ r ， 其中 e 是群 G 的恒等元 


就称 M 为右 G - 向量空间，或说群 G 右作用在向量空间 M 上. 

2) 称有限群 G 到域 F 上一般线性群 GL „( F ) 的一个同态为群 G 的一个 
表示. 

重复 G -集与群 G 的变换群的表示，或 R -模与环尺的表示之间关系 
的讨论，读者容易证明.•右 G -向量空间 M 给出群 G 的一个表示，反过来也 
是对的，即有限群 G 的一个表示给出一个右 G - 向量空间 M . 

什么是群代数 F [ G ]， 或者更一般的 F 上有限维代数 A 的表示呢？对一 
般环 R ，我们把环尺到加群 M 的自同态环 End M 的一个同态叫作环 K 的表 
示.对于代数 A ， 很自然地该用 F 上有限维向量空间 M 来代替加群，而得下 
面的 

定义 6.7 1) 设 A 是有1的、域 F 上有限维代数， M 是 F 上有限维向量 

空间，还有一个集 Mx A 到集 M 的运算•，满足 条件: 对任意 x ， 3 ； e M , r，t 
e A,a e F ， 有 


Ma) (x + y) • r = x* r + y • r, (a jt ) * r = a(x * r); 

Mb) x*(r+i) — + 

Me) x ' { rt ) — {x • r) • t ; 

Md) x * l = x. 

就称 M 为代数 A 上右模，简记作右 A -模 M . 

2) 称 F 上代数 A 到 F 上矩阵代数 M „( F ) 的一个代数同态4且奴 1) = 
I 为代数 A 的一个表示. 

如果与环 i ? 上模的定义 6.2 相比较，我们就会发现这里多了个 要求: 
(« x ) • r = aCa ' * r ). 我们对此该是 已经习 惯了： 当定义 A 到 M 上的 作用. 
时，我们永远要求这个作用 •与 A 中和 M 中的所有运算都是要和谐的.还是 
贯彻这个原则，读者该能给出域 F 上两个代数 A ， B 的同态#的定义： 4既是 
环 A 到环 B 的同态，并且还是 F 上向量空间 A 到 F 上向量空间 B 的同态. 

















» 122 • 第三章环、域与模 

与上面完全一样，我们也有 :代数 A 的表示和 A -模是一回事. 

现在来看有限群 G 的(矩阵群)表示和群代数 F [ G ] 的表示的关系. 
若令： F [ G ] ^ F n 是群代数 F [ G ] 的表示，注意到 He ) = I , 

x ) - 必 （ e ) = J ， 故 ^( g ) 6 GL „ ( F ), V 因而把多局限在 

F [ G ] 的子集 G 上，便得 ♦ G 一 GL n ( F ),+ 当然仍保持运算，随之得多是 
群 G 的一个表示. 

同样地，若 M 是 F [ G ] -模，如果我们只考虑 F [ G ] 的子集 G 对 M 的作 
用，则不难证明 M 是一个 G -向量空间. 

反过来，若 MSG -向量空间，注意到群代数 F [ G ] 中任一元素 a 可唯 
一 1 地表成 

a = 2 a #， € F，V ^ 6 G . 

g€ G 

今规定 M x F [ G ] 到 M 的运算 ： m e M 

?n • a = m . ( ( X/V )) = 2 g a g ^ m * s ) ^ (D 

直接验证，可知运算 （1) 使得向量^间 M 成为 F [ G ] -模，即得 F [ G ] -模 
M . 

同样地，若知群 G 的一个表示纟，可得群代数 F [ G ] 的一个表示.可以把 
它看作是上一段讨论的推论，当然也可直接把 G 的一个表示4扩大为 F [ G ] 
的一个表示. 

这样群的表示和环的表示就在群和环的交叉点群代数上统一起来了. 
在本节最后，让我们再一次回到第二章中有限交换群的结构定理.在那里 
我们曾讨论上有限生成-模的结构，环 K 或是整数环 Z ， 或是域上一元 
多项式环 F [ x ], 并详细地给出模情况的证明.刚学过的主理想整环是 Z 
和 FU ] 的一般化，且和 2 , FU ] 非常接近.因而把从前关于 Z - 模的结构定 
理的证明，平行地移到对下面定理的证明，虽有点难但并不算太难，在这里将 
再一次经历一下由特殊到一般的推广过程.我们把这个工作留给读者. 

关于左只 - 模的一些概念可由右 K -模的概念相应得出.当 R 是主理 
想整环 ， M 是左 R -模 ， m € M ， 令 Ann ( m ) ~ 1 r G I rm = 01 . 易知 
Ann ( w ) 是 J ? 的理想，因而 Ann ( m ) = ( a ) f a 6 _ R , 称 a 为 m 的阶.注意 ， a 

不是唯一的.但最多相差 i ? 中的一个单位. 

定理 6.8 设 i ? 是主理想整环， M 是有限生成左 R -模，且存在0关 r 
€ R 使得 rM = 0( 此时称 M 为周期模），则 R -模 M 可唯一地分解成 i ? m f , 
/ =】，2,… d 的直和，其中元素％的阶是的素元的幂. □ 

下面是完整且漂亮的一个关于有限生成尺 - 模的结构定理.我们略去证 
明.有兴趣的读者可参看其他参考书. 
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定理 6 . 9 设 i ? 是主理想整环， M 是有限生成左 R -模，则尺-模 M 
可唯一地分解成有限个-模 R 和只 m ,，/ = 1 ， 2 ,… ， s ， 的直和，其中元素 
n h 的 阶是只 的素元的幂. □ 


本章习题 


1.证明下列环 同构： 

1 ) Z [0/(3+ i) ^ 2 l0 . 

2) F [ x ]/( l ^ x 2 3 )^ Q 9 这里 F 是数域. 


2 . 设环 A 仅有有限多个理想，_是 A 的满自同态，证明： 4是自同构， 

3. ( 华罗庚）设★是环 K 到环 K ' 的映射，使得对于任意 a，b £ R 、 韦十 b ) 二 

Ha ) +必 （ A ) 和 ^( ab ) = 多 ( a )5 K 6) 或 Hab ) 二 0(6)#( a ), 证明：#是环同态，或者 ♦是 
环反同态（即对任意 R ，韦 +(a + b ) 二 ) 4- ^( b ) ,^( ab ) = ). 

4. 设 i ? 为交换环， N 为 K 中所有幂零元的集合 ， BP N - \a € R \ 存在《 € 2+，使得 
= 0 L 证明： iV 是/?的理想，且 1?// V 不含非零的幂零元. 

5•设 ♦ R ^ R f 是环的满同态， K = Kert 证明： 

R{x]/K[x }^： R^x}. 

6 .设 H 是四元数代数，是 H 的一组 R 基（如§2例2所述）， 

1) 求证： H 中兀素可写为 a +心，其中 cr 二 a + bi ，择 = c + 心， a ,6, c,J € R ， 且 


D ; 


2) 令 D = 



, a,/?e 0 证明： D 是 M 2 (0) 的子环，且有环同构 H 二 


幻 H 中由生成的子环记为< l ， j >. 求证 ：存在 域同构< 1^)^ 0； 

4) x 2 + 1在 H 中有无穷多个根. 

7•设 i ? 是环， J 是 i ? 的理想， 

1) 证明： M w (0 是 MJR ) 的一个 理想； 

2) 证明： MJR ) 中的每个理想都具有形式 MJI )， 其中 f 是 R 的一个理想, 
8•设 R 是环，/是1?的理想，证 明； 


9.( 中国剩余定理)设 A 


MJR)/M ft (j)^ M n {R/l). 

，…， 是环 R 的理想，并且对任意?, 1 ^ i < n - 有 R 1 + Ai 


= R , 对任意 1 < 2 /』< «，有 + A , = K • 


1) 证明： 对任意 A , 有 i ? 二 

f - i 

i^k 

2) 对任意给定的 b ' ，…， b „ t R ， 存在 & G K ，使得对任意 i 《 1 《 n , 有 h - h l 

e a . 

3) 对 2) 中 b x r -, b n e R ， 若存在 ce R , C 芊 b , 且对任意 « ，有 f - 
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h s ^ A t ，则 6 — c e n A,. 

i - ! 

10 . 设， •• •，出 „ 是正整数，且对任意 1 < z ^ j < ?7 •有 { m { , m } ) - 1. 证明：如果 
，…， b ” € Z ， 则同余方程 o * 三 b t (mod m ,) , 1 ^ ^ w ,有整数解，并且解是由模？"二 

m t ，…，川„唯一确定. 

11. 证明 ：不存 在只含6个元素的无零因子环. 

12. 设 R 是交换环， M 为 R 的极大理想， R / M 不为域，证 明： （ K / M ) 2 二0, 

13. 设 A , B 是环 R 的理想， P 是 R 的素理想 ， A D P , 证明 ： AG P 或 P . 

14 . 设 R 是交换环， 

1) 是尺 的素理想， A 是 i? 的理想 ， A n P # A , 求证 ： A f | 尸是 A 的素 理想； 

2) P 1 ，… ，巧是 K 的素理想， A 是 R 的理想，且 A £ Pi U … U P ,， 证明 ：存在 /, 
1 < / ^ r , 使得 A G P f , 

15. 在整环 Z [ y ^] = la + b ^/~ S \ a f b € Zl 中 ， a ^ 2 + 是既约元，但不是 

素兀 . 

16. 在尺二 二 U + 办 /TO I “，6 6 21 中， 

1) 映射彡 ： _R — ♦ Z, a + h \/T0 1 _(a + b \/T0)( a - b ) = a 2 — 106 2 ，满 

足 ^( jry ) - 多 （ x ) 多 （： y )， 且 ^( x ) ^ 0当且仅当 a : 二0; 

2) . r 是 R 中可逆元的充要条件是? K 、 r ) -± I ; 

3) 2,4 + #是 i ? 中既 约元； 

4) 2,4 + vTO 不是 i ? 中素元； 

5) R 中每个非零非单位的元素都可以分解成为既约元的乘积，但分解未必唯 一. 

17. 用 Zorn 引理证 明：设 i ? 有单位元1, A 是 K 的一个非平凡理想，则存在 R 的包 

♦ 

含 A 的极大理想. 



第四章多顶式的分裂域 


本章主要讨论多项式 fix ) 的分裂域，给出有限域的结构定理和 Galois 
理论的基本定理.作为应用将讨论几何中三大不能问题，以及五次方程不能用 
根式解的问题. 

§1域 

我们已有抽象域的概念，并且已接触过许多具体域，如数域 Q ， R , ◎, 
Q ( v ^2) , Q (^2 , /3);有限域;域 F 上多项式环 J ^ j ：] 的分式域 F ( x ) , 
F { x y .-, x n ] 的分式域 FUi ，…，:^)，等等.我们还知道两个获得新域的方 

法：一 个是已知整环 R 关于其极大理想 I 的商环 R / I ， 一个是已知整环只的 
分式环.这是下面常用的. 

域是特殊的有1交换环，因而关于环的一切概念，诸如子环、理想、同态等 
都可对域使用.说域 K 的子环 F 是 K 的子域，如果 F 本身是一个域且 F 和 K 
有相同的单位元1.与同态联系紧密的理想概念对环而言是重要的，然而对于 
域 F 而言它是平凡.的 ：域 F 只有平凡理想0和 F . 这从 F 中非零元有逆元可 
证得.随之，如果有环同•态力：^'—1?而17是域，则由于1^1^或为0或为1^， 
多或是域 F 到环 K 的一个子环上的同构，或#将整个 F 映到0.这样，两个域 
F , K 之间真正有意思的同态，只有一个，就是 F 和 K 的一个子域同构. 

若 K , F , K 是域，我们称 K 是 F 的扩域，而称 F 为基本域.记作 
K / F . 若 K 的子域： T 介于域 F 与 K 之间，即 F 匚丁匚 K , 则称丁为中间域. 
在本节中我们将讨论的问题是 :扩域 K 关于基本域 F 的结构问题，以及满足 
一定性质的扩域 K 的存在问题. 


在群论中常是给定群 G 而研究 G 的子群，如问有限群的 Sylow 子群的存 
在性等，在域论申，刚好相反，常是给定基本域 F 而讨论其扩域 K 的某些性 
质.如果考虑到，任何域都可看成素域 Q 或的扩域，以及我们感兴趣的分 
裂域 K 是 /( x ) 之系数所在域 F 的扩域，这样，域论中的主要概念都是相对 
于一个取定的基本域 F 而 II 入的.如果已知 K AF 的扩域，我们只对中间域 
感兴趣. 
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设 K 是域 F 的一个扩域， S 是 K 的一个子集，我们用 F ( S ) 表示 K 的含 
F U S 的最小子域，称为把 S 添加到基本域 F 上而得到的中间域.下面看一 

下 F ( S ) 是由什么样的一些元素组成的. 

设 F [ S ] 表示一切 F 上以 S 中元素为“变元”的多项式 

… v 5 r e s,m e ru 10} (1) 


的全体，这里 a = ( w i ，…， 《 M ) 6 Z +m ， f a 
环，显然 F [ S ] Q F ( S ). 设 


e F, 直接验证知 F [ S ] 是 K 的子 


T = I uv" 1 I u ,v € F[S] ,v ^ 0} , (2) 

易见 TG F ( S ). 另一方面易知 T 是子域， FQ T ， 故由 F ( S ) 是含 

F U S 的最小子域，得 F(S) c T . 故得 F ( S ) = T . 这样 F(S) 是由形如 
(2) 的元素组成的， gp F ( S ) 是由 F 上 S 的“有理式”组成的. 

命题 1.1 FC K ， F，iC 是域， S ! £ K , S 2 C K . 则有 

F(SO(S 2 ) = F(S { u s 2 ). 


这个结论用语言表达就是 ：先把 S ! 添加到 F 上，然后再把 S 2 添加到 
尸（心）上去，就等于把 S , U S 2 —下子添加到 F 上去.想起来，这当然是对 
的.但要证明它，只能严格按照它们的定义去推导. 

证明显然 F ， S t , S 2 含在域 FC & MSJ 内，另一方面， F ( S , U S 2 ) 是 
含 U S 2 的最小子域，故有 F(St U S 2 ) ^ F ( S ,)( S 2 ). 类似地可证， 
F ( S 1 )( S 2 )c F ( S { U S 2 ) ‘ 两个包含关系合起来，便得要证的结论. □ 

利用这个生成元集 S ， 可对扩域作如下的分类. 

定义 1.2 当 S 是有限集时，称 iC = F ( S ) 为 F 的有限生成扩域.当 S 
= UI 是一个元素时，称 F ( a ) 为 F 的单扩域. 

由上命题知： F ( ai ， a 2 r " , a „) = fXaiMaJ … （ a „) ，即有限生成扩域可 
归结为在一些域上连续作单扩域. 

当 FG K 时，可把 K 自然地解释成为域 F 上的一个向量空间： （ K ，+) 
是一个加群而数乘运算 a • a,a 6 F,a 6 K , 就用域 K 中的乘法.直接验证 
知 F -向量空间的一切要求都是满足的.扩域 iC 是基本域 F 上的向量空间， 
这样我们就可把向量空间的知识、概念拿来自由使用了.将用 [K : F ] 表示 
F - 向量空间 K 的维数.从这个角度，又可对扩域进行分类. 

定义 1.3 当 [K : F ] = «时，称 K 为尸的《次 扩域； 当 [K : F ] = oo 
时称 K 为 F 的无限次扩域.称 [K : F ] 为扩域 K 的 F -次数(或简称次数）. 

关于扩域 K 的次数，有下面常用到的基本事实. 

命題 1.4 设 FG K ， F ， H ， K 都是域，则有 

[X ： F ] = [K ： H][H : F ]. 
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证明设 = n , [H : F ] = m •设是 〖，…， - 向量空间 K 
的一个基， Ai ，…， / i TO 是 F - 向量空间//的一个基.今证 h { k } , 1 ^ ^ w , 1 ^ 
j < «，是 F - 向量空间 K 的一个基.容易看到它们是 F - 向量空间 K 的一 
个生成元集.它们还是 F -线性无关的，这是因为，若有 a /; € F 使 

aijhfij = 0,则由 

{ >} 

■ = 0，€ H , 

以及 U 7 丨是 H -线4无关的，得到对所有/， 

= 0， a i} G F. 

秦 

1 

注意到是 F _ 线性无关的，由上式便得对任意/ ， j ， 有 == 0. 这样就 
证明了 I ^丨是 F -向量空间 K 的一个基. □ 

研究扩域 K 的结构，考虑 iC 中元素相对于基本域 F 的性质是重要的.这 
里自然的样板是代数数和超越数的概念，即复数相对于有理数域 Q 的一种分 
类. 


定义 1.5 FGK ， F ， K 是域. 

a ) 称《 6 K 是 F 上代数元，如果有非零多项式 f ( x ) G F [ x ] ， 使 /( a ) 
= 0,这也就是说，存在自然数 n ， 使得 

l ， a ， a 2 , … ， a n 

是 F -线性相关的.并称《所满足的 F [ x ] 中次数最小的多项式 gU ) 为 a 
在 F 上的极小多项式.还称 g { x ) 的次数为代数元《的斤-次数. 

b ) 称 a G K 为 F 上超越元，如果 a 不是代数元，亦即 

l ， a ，… ， a n ，••• 

是 F -线性无关的. 

我们知道， Fix ] 上正次数多项式 p ( x ) 称为不可约的，是指它不能分解 
为两个正次数多项式的乘积.不可约多项式即为整环 F [ x ] 中的既约元.容易 
证明：代数元在 F 上的极小多项式是不可约的.并且，若 /( x )， g ( x ) 是《在 
F 上的极小多项式，则存在0 # a G F , 使得 f ( jc ) = ag { x ) , 

显然，代数数是 Q 上的代数元，而超越数 e ，7 T 是 Q 上的超越元. 

从这个元素分类的角度，我们有下面对扩域的分类. 

定义 1.6 FdC ， F ， K 是域.如果 K \ F 中元(这也就是说 K 中所有 
元)都是 F 上代数元，就称 K 为 F 的代数扩域.如果 K \ F 中存在 F 的超越 
元，就称 K 为 F 的超越扩域. 
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与定义 1.3 比较一下是有益的.在那里强调 K AF -向量空间，但这并 
没有用上域 K 中的全部运算，因而扩域 K 的 F - 次数概念涉及 K 的结构不 

多 ，是 一种工具性的概念，而代数扩域和超越扩域概念则较深入地涉及扩域的 
结构性质. 

在本节最后我们汇集任意域上一元多项式及其根的性质. 

我们熟悉数域上一元多项式及其根的性质.然而这些性质对禮限_以及 
特征 /) 的域，是否成立？还是应该仔细讨论的. 

对于数域 F 上的一元多项式/( I ),数《 6 F 是 /( a -) 的重根（即 
(-r - a ) 2 整除 / U ) )当且仅当 fia ) = f ( a ) = 0,其中 / U ) 是 /( x ) 的 
导数.虽然在一般域 F 上的 F [ x ] 中我们尚没有极限的概念，但仍可形式地引 
进如下 

定义 1.7 f(jr) = a n x n + — 1 + …+ a x x + a 。 € F [ ] , F 是任 

意域.规定 

f' (a) = rta t! Jo nl + (n - 1) i — 2 十 …+ 2a 2-1' + a i - 

其中 w，w - 1，〜，2，1 等看做是 F 中的元素.称 /'( x ) 为 fix ) 的导式. 

直接验证可知，这里 也有： - f ， (x)g(x) + f(a:)g / (x ), 

(/(• r ) 十 g ( x ))' = f{x) + g{x). 

但能否用这个形式的导式 fix) 来判断 f(x) 有无重根，则是需要证明 
的.下面命题列出一般域上一元多项式及其根的性质. 

命题 1.8 F 是任意域. 

1) F[x] 是 Euclid 环. 

2) 设 /( x) ,g(x) ,h(x) € Z [: r ] ， 若在 Z[x] 中 /(了） = #(: r )/ i ( x ) ， 则 

在 F [ x ] 中（把这些多项式 / U )， gU )，/ Kx ) 的整数系数看作是 F 的素子域 
中的元素）也有 /( x ) = g(x )h(x). 

3) /( x ) eF [^], /( a )=0 当且仅当 U - a ) |/ U ). 

4) «次 多项式 /(： r ) G Fix ]. / U ) 在 F 中最多有《个不同的根. 

5) 设 / U ) G F[x], £是厂的扩域.设 a :，则 a 是 / U ) 的重根（即 
在 E[x] 上 U - a) 2 \f(x) )当且仅当 f(a) = f(a) = 0. 

6) 设 /(: r )， g (: r ) G F [: r ]，/(_ r ) 是不可约的.如果 / U ), g (: r ) 在 F 的 
一个扩域£中有公共根，则在 F [: r ] 中有 /(: c ) U (: r ). 

7) fix) e F[a:],F 的特征为 0, f(x) 是不可约多项式，则 f{x) 无重 
根. 

8) f(jc),g(a:) e FU]，F 的特征为素数/>，则有 (f(x) + = 

/( j ')々 + g ( j：) p . 




证明证 2). 这是因为 


: 1 [ 


X 


F[ 


X 


/( X )' -~~ *"/( X 


在 F 之特征为0时是到 Fix ] 的子环 l [ x ] 上的同构，而在 F 之特征为户时 
是到 F [: r ] 的子环 2 J 1] 上的同态.故得 2). 


证 3), 在 F [ x ] 中有/ - ， 




( 2 ， 一 a)( a:' 


r - l 


+ ax 


? 

一 + 


故对多项式 f ( x ) 


D a〆 ，若 /( 


9 


则 /( 


/(a ) — /(a ) 




>0 


Uiix 1 


1 ) — (jt - a) a t {x l 1 + ax 


十 




+ l ). 故得 3) 


4) 是 3) 的推论. 


今证 5), 


/( x ) 6 F [ x ] ^ E [ x ]. 设 a 是 f ( x ) 的根，则由 3), /( x ) 


1 是 /( x ) 的重根当且仅当 a 是 gU ) 的根.由广( 


I 


fia ) 


(■r - a ) g ， ( x ) +尽（^:)知《是只（1)的根当且仅当 a 是 /'( jc ) 的根，故得 5). 

6) /(■ rhgUO 在£：上有公共根《，设 a 在 F 上有极小多项式 ACr )， 则 
在 F [> r ] 上， h ( x ) \ f ( x ) y h ( x ) I g - ( .r ). 由于 / j (« r ),/(> r ) 在 F[x ] 上是不 
可约的，所以 / U ) 与 h ( x ) 相伴，所以 f ( a :)\ g ( x ). 

7) 设 /( i ) 在 F 的一个扩域£:上有重根 a ;由5)知 f ( a ) = f { a ) = 0. 
而 fix ) € F [ x }. 再由 6) 知 / U ) 丨 / U ). 比较两者次数即得 /( x ) = 0, 
即 fix ) 是常数多项式.这与 fia :) 不可约矛盾. 

最后证 8). 由 2) 二项式定理仍成立.注意到 （a + 之展开式中除 
a ' M 外，其他各项系数都是素数 p 的倍数，在特征为/>的域中，这些系数都 
为零，故得8〉. □ 




0 . 

0, 


练习 


1. 证明 ：有限 次扩域是代数扩域. 

2. 若域扩张 K / F 的次数 [ K ： : F ] 为素数 p ， 则 K / F 没有非平凡的中间域. 

3. 设 KVF 是有限次扩域，且 [K : F ] 为素数 p . 设 a €尺且^备 F ， 则 K 二 FU ) 

4. 考虑域扩张 Q (乃+乃） / Q , 

1) 求扩张次数 [ Q (42 +73) : Q 1; 

2) 写出 Q (乃 + V 3)/ Q 的所有中间域，并求这些中间域在 Q 上的 次数； 

3) 证明： Q ( 4 l +73) - Q (^2, v ^3). 

5 . 设 K / F 是代数扩域 ， a e K , 则存在 / U ) e F [ x ], 使得 ( T 1 二 /( a ). 

6 . 设 K / F 是代数扩域， L ， M 是中间域，求证： 


LM 


n 

^ / im t \ n ^ , l, G L f m, ^ M, l ^ ^ n 


是 K / F 的中间域. 
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§2分裂域 


我们先来讨论最基本的扩域 


——单扩域. 

命题 2.1 1) 如果 K = F(a)， 而《是尸上代数元， Ml) 是 a 在 F 上的 

极小多项式，则 K = F(a) = F [ x ]/( p ( jc )) , 其中 F[x] 是 F 上一元多项式 
环. 

2) 设 deg p ( x ) = n， 则 F(a) 中每一个元素都可以唯一表成 


1 



a fit 


t e f 


的形式.这样的两个多项式 f ( a ) 与 g ( a ) 相加，只需把相应的系数 相加; 
f ( a ) 与 g ( a ) 的乘积等于 r(a ), 这里 r(x ) 是 〆 _r ) 除 /(:r ) g U ) 所得的余 
式.特别地，^^^，…，^^是打“作为 F - 空间的基，因而有 [F(a)：F] 




3) 对任意给定域 F 和任意给定的不可约多项式 p(x) ，总存在单扩域 K 
F ( a ) f a 是 F 上代数元，且是 a 的 F -极小多项式. 


证明 1) 考虑对应 


: F [ x ] - F ( a ) 


fix ) 


I- ► 


f ( a ) f 


易知#是环 F[x ] 到环 F ( a ) 的环同态. Ker 多 


(户 U))， 这是因为 /(a) 


0当且仅当 pU ) t / U ). 这样4诱导出下面同构(仍记作 多）： 

♦ ' F [ x ]/( p ( x )) = F(a). 

由于 F [ x ]/(/ K ： r )) 是域(见第三章），故与之同构的 Im # 也是域.另一方面《 
= G Im^,F = ^ F C Im #， 即 Im # 是包含 F U a 的子域，但 F ( a ) 是 
有此性质的最小域，故 F ( a ) C hnt 因而有 Im # = F ( a ). 从而证得 1). 

2) 因 Im 《 = FU ), 故 F ( a ) 的任意元可写成 



h{a) 




I 


的形式，但 AU) 


p ( x ) q ( jo ) + r ( jc ) ,其中 r { x ) 


S ， 


, e f . 因 


而由于 p { a ) = 0,有 


一 1 



h ( a ) 


( a ) 



aft 


这种表示是唯一的，因为设 



r \( a ) 


r 2 (a) ， deg r ^ x ) < 


n 


或 ri ( x ) = 0(I = 1,2) 
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则 rj ( a ) - r 2 ( a ) = 0,所以 p (* r )| r 1 ( 1 r )- r2 (: r ). 因 /)(: c ) 是 a 的极小多项 
式，故 - r 2 ( x ) = 0.即 r } ( x ) - r 2 ( x ). 

从以上证明可以看出 ，2) 中其余部分成立. 

3) 由给定的域 F 及 p ( x ) e F [^], 我们可以构造商环 K = 
F [ x ]/( p ( x )). 令 J ： = J ： + ( p ( x )) y 而考察满同态对应 

♦ F [^] — - K = F [ x ]/{ p { x )) 

/(•T) 1 - ^ /(x). 

特别地，对任意 a € F ， 有 = « + ( P ( JT ))， 且 ^( x ) = ■!■ + ( p (： r )). 注 
意到在 々下 F 和歹 = la,a e Fi 是同构的，（证明！）在 K 中把 S 改写成 a ，或 
者说按同构#把戸和 F 等同起来，这样就有 F = FQ K . 这样 

K - |/( x ) ,/( jt ) € F [ x ] I = Fix ]. 

由于 p ( x ) 是 F -不可约多项式，故 K ： 是域，另一方面，对 fix ) e F [ x ], 
/( S ) = 0当且仅当是 i 的一个 F -极小多项式.总起来 
便得 K 是把 a = i 添加到 F 而得的扩域，其中 M ： r ) 是 a 的极小多项式 .口 
例1设 / u ) = x 3 - 2 e a [ x ], fix ) 在 r 上有一个根 a =为，则 
Q (^2) - F [ x ]/( x 3 -2). Q (^2) 中的元素可唯一表为 a 0 + a l ^ f 2 + 的 

形式，其中 ao ， ai ， a 2 G Q . 而 [ Q (方）： Q ] = 3. 

用上面证明的思路，可以证明下面 

命题 2.2 1) 如果 K = F («) 而 a 是域 F 上超越元，则 

K = F ( a )^ F ( x ), 

其中 F ( jc ) 是 F 上一兀多项式环 F [_ r ] 的分式域. 

2) 对任意域 F , 总存在单扩域 iC = F ( a ), a 是 F 上超越元. □ 

由命题 2. 1,用一下归纳法便得 

命題 2.3 设 iC = F ( S )， 其中 S = Ui ，…，〜丨，且《，是 F 上次数为 
的代数元，则有 [ F ( S ) : F ] ^ nin 2 … n m . 

证明我们只考察 FU ,#) = F ( a )(/3) 的情况•设 pU ) 是的 F _极 
小多项式.由 P ( jc ) 6 F ( a )[ x ], p (/?) = 0知是 FU ) 上代数元且 

W F(a ) -次数 < 的 F - 次数=， 

这样便得 

[ F ( a ,/?) : F ] = [ F ( a )( jS ) : F ( a )][ F ( a ) : F ] < ni n 2 . □ 

设 / U ) 6 FU ]， 如果在 F 的扩域£上 / U ) 可以完全分解， /( x ) = 
a{x - a , )•••( x - a „) ，把 aj , , a „ 添加到基域 F 上而得扩域 _K = F ( a \ , **• , 

a „) ，这样这些根就有了一个活动的空间，也就更便于研究它们.把一元多项 
式 /(: r ) 和一个域 F ( ai ，…， a „) 联系是一个非常自然而有益的方法. 
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是代数闭域，艮 


O 上任一正次数的多项式 / U ), 在0中必有根，即在 0 U ] 中， f { x ) 




( 




)• 把 F 的扩域0中元素 


添加到数域 F 上就得 


到我们所想有的扩域，…， &). 

但如果 F 是一般的域，例如有限域，则目前我们尚不知 F 的扩域中是否 


有一个代数闭域，因而扩域 F(a 


) 的存在性就是个问题了. 


本节将解决这一问题.这是对一般域理论以及有限域的结构理论的非常 


重要的准备. 


定义 2.4 F 是域，正次数的 f ( x ) e FU ]. 如果在 F 的一个扩域 K 
中，完全分解，即有 /(^) - a{x - a x )*-(jc - a n ) ,ai G K , 1 ^ ^ , 

则称 K 的子域 F ( ai ，…， a „) 为 F 上多项式 /( x ) 的一个分裂域（或 f { x ) 在 
域 F 上的一个分裂域），简称 F ( a t ，…， a „) 是 F 的一个分裂域. 

例2设 /( X ) = x 3 - 2 6 Q[：r ] ， /(：r ) 在0上有分解式 I 3 - 2 = 


(x - ^2 )(x - ^2< o)(x - ^2 w z ) ,这里 ⑷= y (- 1 + /乃).故 fix ) 在 Q 上 


的分裂域为 Q (^2 ，为 cu ， 为 cu 2 ) 



从上述定义来看，一般域 F 上/( I )的分裂域的存在性是个问题，且对任 
意域(包括数域)而言， fix ) 的分裂域的唯一性也是个待解决的问题. 

定理 2.5( 分裂域的存在定理） F 是域，正次数多项式 /(： r ) G FU ] 的 
分裂域是存在的. 


证明 用归纳法要证的命题是 ：“对 任意域 K (不只是对 F )， ”次多项 
式片 U ) € KU ] 的分裂域是存在 的”. 当 n = 1，一次多项式 g ( x ) = 
c(jt - a ) , a 6 K , 此时 K ( a ) = K 就是 g ( x ) 的分裂域.对任意 《 > 1 ， w 次 

多项式 #( x ) G KU ] 或是上可约的或是 K 上不可约的.在第一种情形 
发 (: r ) = ^ i ( jr ) g 2 (^) * 1 < ( x ) 的次数 < n ，/ = 1，2.由归纳法假设 fC 
上多项式 ^ i ( x ) € K [ x ] 有分裂域 K ] = ，…， a s ), a 』 SaO ) 的全 

部根， JC , 上多项式 gl { x ) € K ,[^] 有分裂域 K 2 = Kdh ， …，1)，氏是 
g 2 (^) 的全部根•这样 


K 


&(&，…， A ) 


K(a 1? 


)(A ， … ， A) 


K(a 


j 


h ， …名) 


便是 #!( i )#2( X ) = /( x ) 6 K [ jr ] 的分裂域. 


若是第二种情形，即 g (: r ) 是 K 上不可约多项式.此时作 K 的扩域 K 


K 


]/( g ( x )) 而知 3 a ( 


g (^) 


)6/<^有尽（0：)=0.随之在 K ] [ x ] 中，有 

~ (x - a ) 9 


这时 A ( X ) € K ^ X ] 且其次数 < 72. 由归纳法假设，上多项式&(1)有 




分裂域 jK 2 = Kl(^l * ■'* > A ,-1 ). 这样 

K 2 = Ki (戸 i ，… U = K (a )( ^! ,■■•,/?„-1) = K(a ， … ， h) 

便是 g (_ r ) G K [ x ] 的分裂域 •口 

定义 2.6 称域 F 的两个扩域 i ^， K 2 是 F 的扩域同构，如果有域同构 
^ ： K , - K 2 , 且此域同构多保持 F 中元素不变，即对任意 a G F ， 有 < t >{ a ) 


= a . 此时，记#为 F -同构. 

读者在这里复习一下第一章的定义 2.8 是有益的. 

这样，多项式 fix ) e F [ jc ] 的分裂域的唯一性是指， /( X ) 的任意两个 
分裂域必是 F -同构的.为此先作一点准备. 

命题 2.7 1) 设 tF — F 是域同构，贝! J 存在环同构0 : F [ x ] -* F[jt ] ,使 
得 0| F = t 又设 PU ) 是 F [_ r ] 上不可约多项式，则 0( pU )) = f (_ r ) 也是 
F [ x ] 的不可约多项式. 

2) 设多： F — F 是域同构， p { jc ) G F [ j ：] 是不可约多项式，在 1) 的意义 
下， 7 U ) 是 P [: r ] 中不可约多项式，设 FU ) 与 F ( S ) 分别是 F 与 F 的单扩 
域，满足 p ( a ) = 0, J ( a ) = 0,那么存在域同构史： F ( a ) -*■ F ( a ) ,使得 

( p { a ) = a , ( p\ F =令. 

证明 1) 定义 

(p - F [ x ] *• F [ j ：] 



S 今、。 工 1 ， 


则可以直接验证. 

2) 设 p ( x ) 的次数为 n , 则 fu ) 的次数也是令 

♦ : F(a) -^ F( a ) 


可直接验证结论成立.验证时要注意 FU ) 与 f (5) 中的乘法法则 .□ 

定义 2. 8已知域同构多 ： F — h iC - K , F £ iC ， 歹 Q 瓦.若 
< p \ F 二伞， 则称域同构^为域同构#的一个开拓，也说将4开拓成… 

为了证明分裂域的唯一性，只需证明下面 

命题 2.9 F - F 是域同构， F [ x ] 中的 / U ) 与 Kx ] 中的 7( i ) 
是命题 2. 7意义下相对应的 w 次多项式，设 K = ，… ， a „) 是 /( x ) 在 F 


上的分裂域， K 和 _?(* r ) 6 Fk ] 在 F 上的分裂域 K 间必有同构0 : K —K 



显然取 F = F , 取4为 F 的恒等自同构，由命题 2.9 即得分裂域的唯一 
性.之所以给命题 2. 9, 是出于归纳法证明的需要， 
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如果我们能选择 7( x ) 的根仏是与 f ( x ) 的根 q 的“相应者”，即使 
F ( a ,) ^ FC ^,), 这时又知 I =歹(的）（ 馬 ，…， 式），利用命题2,7及归纳法 

假设，即可得证得命题•可以对次数 [K : F ] 作归纳法，也可以对 f ( x ) 的次 
数” 作归纳法•我们给出后者的证明，而将前者的证明留给读者作练习. 

证明对 f { x ) 的次数 w 作归纳•当 /( a ，〉 的次数 n = 1 ， 随之/(^〉的 
次数也是1,这时 

: T 一 cq G F [ x ] , X - 1^1 G F [ x ] » 

即 i < = F ( a t ) = F,K = F (^,) = F . 这种情形命题显然成立. 

设 / U ) 的次数 n > 1，若 f ( jc ) 的不可约因式都是一次的，随之 fix ) 
也是，此时 K = F 而瓦= F , 命题成立，设 fix ) = p ( jc ) - f x ( x ). 这里 

pix ) 是次数 t > 1 的不可约多项式，随之 f { x ) = J ( x ) - 77(a ). 不妨设 

pia { ) = = 0 ■令 = F ( a ,), K 7 = F ( A ). 依命题 2.7 之 2) 有 

域同构 0 : F ( ai ) ^ 

考察域同构 0 : F ( ai )-^ F (^) 及扩域 K / F ( ai ) ，瓦 / FA ) .在 F ( a x ) 
中 /( j :) = ( jt -的）. g [( ar ), 其中 

Ti (^) = 这样 K 可看成在 F ( aO 上的分裂域， K 可看成 

^7( x ) 在 F ( A ) 上的分裂域•但 gi ( x ) 之次数是 n - 1. 由归纳法假设知必有 
域同构2 : K — - K ,2| FUi ) -心随之 2 | F =欠至此命题证完 .口 
把上面的结果写在一起就是下面 

定理 2. 10 F 是任意域，，则 F [ x ] 中的正次数多项式/(幻在 F 上的 
分裂域是存在的，且在 F -同构的意义下是唯一的. 


练习 


1•设 E / F 是域扩张.£是 F 上的代数元, 证明： a ±/3, a /?, a ^ ! 


F 上代数元. 


(沒关 0) 均为 


2.证 明：域 Q < V ^1) 和域 Q ( V ^) 不同构. 

3•证明 ：Q 上多项式 / + 1 的分裂域是一个单扩域 QU )， 其中 a 是 x 4 + l 的一个根, 
4.1) Q (^2) 是不是 x 3 - 2在 Q 上的分裂域？ 


2) 设 F 的特征为户， F ( p ) 是 F 的单扩域，使得^是 FU ] 中多项式的一个 
根.问 F (/ i ) 是不是 P - a 的分裂域？ 

5 •设 fix ) 是域 F 上任意《次多项式 （n >0)， 证明： /(： r ) 的分裂域 fC 对于 F 的次 
数 [K : F ] < «!. 


6.1) 求乃十乃在 Q 上的一个极小多项式 p { x ). 
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2) 求 1) 中 p ( x ) 在0中的分裂域. 

§3有限域(分裂域的一个应用） 

有限域是一类重要的代数系统.有限域在有限几何中起的作用和实数域 
在解析几何中起的作用类似，有限域在有限数学、编码理论中有重要应用，关 
于后者，我们将在 §9 中作一初步介绍.本节中将给出有限域的存在性以及初 
步的结构. 


有限域 F 的特征当然是素数 p ， 因而包含素域这样 F 是上有限 
维向量空间，说是《维，随之 F 的元素个数 | F | = p ' 

命题 3.1 1) 有限域 F 的元素个数是 〆 ，是它的特征数. 

2) 扩域 F / Z p 可看成多项式- I 在‘上的分裂域. 

证明 今证 2) .由 1) 知以 F 中乘法为运算的交换群 （ F \ jO | , •) 的阶为 
〆 - 1，随之， F 中非零元 I 满足方程 

^ M = 1， 

因而 F 中任意元(包括零元） ： r 满足方程 

n 

x p = x . 

这等于说 F 中任意元 x 都是 I [ x ] 中多项式 


f(x) — jC P - X ( 1 ) 

的根.但一个域上的 m 次多项式在其任意扩域上最多有 m 个不同的根，因而 
F 中，个元素恰好是 /(_r) 的全部根，即在 F 上 

fix) = x(x - a 2 )“.（：r - a p n ) , a, € F, 

这就证明了 F 是 /( x ) 在上的分裂域 .口 


上命题是说，如果元素个数为 〆 的有限域存在的话，它必是 （1) 中 fix ) 


在^上的分裂域.这提示我们，构造有限域不必考虑别的多项式，只考虑 （1) 
中 /( x ) 在上的分裂域就够了. 


命题 3.2 多项式/(幻二^^-义在^上的分裂域厂的元素个数是/)' 
证明 fU ) 的导式 


fix ) - 1 - 1 = - 1. 

故 /(X) 在 F 的任意扩域上没有根，由命题 1.8 之 5) 知， f ( x ) 无重根.设其 
P n 个根为 U |1 <<，丨 = TG F , 今证 T 是 F 的一个子域. 

设 a ，{3 G T ， 则有 


9 
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随之 


(a ± 



士 /?， 


(a 







7 ^ 0 . 


SP a + P ， 水 a -' 也都是 fix ) 的根，因而都在了中•故丁是子域. 

注意到 F 是 /( x ) 的分裂域，便得 F = 丁，因而 | F | - | T | = p \ 


上命题说明：兀素个数为 〆 的有限域是存在的，且是: - : r 在 心上的 
分裂域.再注意到分裂域在-同构的意义下是唯一的，由于^是素域，因 
M ** 1 P -同构”和“同构”是一回事，故有 

定理 3.3 1) 有限域的元素个数必为形如，的整数， f 是它的 特征； 

2) 元素个数为，的有限域存在且在同构意义下是唯一的. 

有限域常称作 Galois 域，元素个数为 〆 的有限域通常记作 GF ( p ”）. 

下面进一步讨论有限域 F 的结构.首先是它的子域结构. 

设 T 是有限域尸= GF ( p n ) 的子域.由 

[F ： T ] ■ [T ： Z p ] = [F ： Z p ] = n 


知[丁 ： 1,] = m 必整除丁是元素个数为的有限域.这样丁是 x〆-x 
在 I 上的分裂域.注意到丁是 f 的子域，故 

T - | a 6 F la^ - a = 0 . 


这样， F 中元素个数为的子域了有且仅有一个，它由多项式1在 F 
中的一切根组成. 

这就证明了下面 

命题 3.4 1) 有限域 GF { p n ) 的子域是元素个数为的域 GF ( p m )， 

这里 m\n . 

2) 对《的任一因子 m ， 有限域 GF ( p n ) 有且仅有一个子域 GF ( p m ). 

3) 有限域 GF ( p n ) 中元素个数为 〆 的子域包含元素个数为#的子域当 
且仅当 zk . □ 

例 GF (7 12 ) 的所有子域可排列 如下： 


GF(r) 















§4 正规扩域(分裂域续) 


• !37 • 


其次我们看一下有限域 F 的加群 （ F ，+) 和乘群= F \ 10}， •） 的 
结构.这两个有限交换群是结构紧凑的域的有机组成部分，可以想象不是任意 
交换群都能作为域的乘群的. 


有限域 GF(p n ) 是域^上”维向量空间，随之它是 n 个一维 Zp -向量 

空间的直和.这样 ( GF ( p n h +) 是^个加群 (2,, +) 的直和，即是 n 个/>阶 
循环群的直和.这样，有限域 F 的加群，可以说是最简单的有限交换/> -群. 

命题 3.5 有限域 F = GF(q =的乘群 （ F * = F \ |( M ， *)是7 - i 
阶循环群. 

先证一个 

引理 3.6 设 G 是有限交换群，而是 G 中元素的阶的最大者.则对任 
意 g G G ， 有 〆 〃 = e • 


证明提示 先证交换群 G 中，若元素 a 的阶是元素6的阶是/，且 
(. S，d = 1，则的阶为由之即得的阶是的阶的最小公倍数.利 
用这一结果便不难证得上面引理. □ 

命题 3.5 的证明 有限交换群中必有一元素《，其阶 m 是最大的. 
当然 = q — 1 . 由上引理知 


对任意 t e f \ 有 w = i . 

把 (2) 放在域 F 中来看，它说明中 g - 1 个元素都是多项式 x 
这说明 q - 1 < m • 随之 w 二 g -1， 因而 F * = (a ). □ 

作为上命题的直接推论得 


( 2 ) 
1的根， 


定理 3,7 有限域 F = 是域^上的单扩域： F = Z p (ah D 

上定理是说域^上的有限次扩域是单扩域.这是一个很好的定理 ：把较 
复杂的有限次扩域归结为单扩域，这也是域 1 a 的一个很好的性质. 


作为本节结束，我们叙述一个很漂亮的结果. 

Wedderburn 定理 有限除环必是（有限）域 .IZ 


练习 

1. 若域 F 的元素个数为 />' 这里/>为素数，则 F 中每个元有唯一 p 次根. 

2. 四元域不能同构于八元域的子域. 

3. 找出 Z 2 [ x ] 的一切三次不可约多项式. 

4. 求2 2 上不可约多项式 /(. r ), 使得 GF (8) 是 /( t ) 在 Z 2 上的分裂域. 

§4正规扩域(分裂域续） 

为了简单也为了突出本质而略去次要条件，在以下各节中我们只讨论特 
征0的域.这种域有两个 性质： 它们是无限域，这些域上的不可约多项式没打 
t 根. 
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分裂域 K / F 的定义是构造性 的：它 是把一多项式 /( x ) 6 F [ x ] 的所有 
根添加到 F 上所得的扩域下面将用一个代数性质去刻画它，即给分裂域 
一个结构性的定义. 

定义 4.1 扩域 K / F 称作 F 上正规扩域，如果 K 是 F 上有限次扩域，且 
若 F 上任一不可约多项式 p (： r ) 有一个根在 K 中，则 p { x ) 的所有根都在 K 
中（亦即 />(* r ) 在 K [ j :] 中分解成一次因式的乘积）. 

与代数闭域的概念对比一下是有益的：代数闭域 C 上每一个多项式的全 
部根都在 C 中，而正规扩域 K / F 是说， F 上一不可约多项式的全部根都在 K 
中，如果它有一个根在 K 中. 

定义中应特别注意 pioc ) 是一个不可约多项式.对于多项式 f ( x ) = 
g ( x ) h ( x ), g ( x ) 的根和 / Kx ) 的根可以是毫无联系的，因而不能要求 /(X) 
的一个根如何，其它的根也如何. 

定义 4.2 扩域 K / F 中两个元素 a ，/3 称为 F -共轭的，如果它们在 F 上 
有相同的极小多项式，或者说 F 上不可约多项式 / Kx ) 的根是彼此 F - 共轭 
的 • 

这当然是共轭复数概念的推广：两复数是共轭的当且仅当它们是同一个 
二次不可约实多项式的根. 

这样，正规扩域 K / F 是说:若 a e F , 则与 a 是 F -共轭的元素都在 K 
中.或者说扩域 iC / F 关于 F -共轭是封闭的. 

定理 4.3 扩域 K / F 是正规扩域当且仅当扩域 K / F 是 F 上的分裂域， 
证明 设 K / F 是正规扩域，则由于 K 是 F 上有限次扩域，故 K = 
F ( ai ，…， 七）， f 正整数，〜是 F 上代数元，它的 F -极小多项式记作 

F 上不可约多项式九 U ) 有一个根 a , 6 K ， 随之，由正规扩域的定义得 
p !( x ) 的所有根都在 K " 中.由之即得 K " = 户 〆 ：!：）… 

p t ( jr ) 6 F [ x ] 在 F 上的分裂域. 


另一方面，设 iC 是一 w 次多项式 /( x ) € _ P [ x ] 在 F 上的分裂域，即 iC = 
F ( a ,,-, aJ , 是 /(* r ) 的全部根.又设 F 上不可约多项式 /)( 幻有 

一根 K = F ( a ,,-, a „). 类似于用一代数元 a 作单扩张的情形（见命题 
2.1) 可把写成= ^( a , ,■** , a „), 其中发，…， x „) 是 F 上一个 n 元多项 
式. 

下一步证明将用到根与系数的关系与对称多项式理论.为此我们先证下 
面这个 

引理 S „= 是 11， …，幻的所有置换组成的《元对称 

群.，…，是尸上《元多项式环.今定义群 S „ 对集 Fkt ，…，: r „] 的 
一 个作用，亦即定义 FUi ，…，: r „] x 到 FCa ，…，: r „] 的一个运算如 下:对 
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n 


1 


2 


71 


nil ) ii (2) 




n(n) 


e s w , y(x 


i 


， X”）G F[x 


l 


*, j ： 


规定 


Y(xj ,,x„ ) • il 


Y(ii7(l )， …， i/IU)). 


则有 1) 对任意取定 n 元多项式 Y 和2 G ，有丨 Y * il,，l < / < ^!丨= 
1( Y * IT,) • 2，1 < ? < n!h 


2) 设 /2(3 M ，•••，％!) 是 义，1 < f 的对称多项式，则 A ( Y • il , ，…， 

y ' n n[ ) = fKjr ! ，…，: r „ ) 是： r ; ， 1 < j < w 的对称多项式. 

证明 1) 直接验证可知 


(y . ii ) * 2 = y • ( ii 2). 

另一方面，对于群 S „ 显然有 S „ • 2 = S „ ，即 n!i - 

i < n \ \ ，故有 

K y * ii ,) • 2 , i < f < «!l = |y * n ^ i ^ i ^ nii . 

2) 证明 H (:^，…， X „) 是对称多项式，只需证明 

V 2 € S n , 出了"…，：^). ( * ) 

首先我们有等式 

，…， X ”）- 2 ili ，…， Y (:^，…， ：„) • il „!) • 2 

= /Z(( 7( ： ^ ， … ， JT”）• il]) • 2,… ， （ Y(X! ， … ， A) • il„j) * 2 )， 

这是因为，对多项式，…， A ) 的变元&，…，&进行2置换就等于对其 
中每一“整体”出现的多项式 YUi ，…，: T „) _ U , 的变元:^，…， x „ 进行2置 
换.由 1) 的结果，以及注意到 h ( yi ,-, y n [ ) 是对称多项式便得 （* ) .口 
现在应用这个引理，继续定理的证明. 

考察 JC 的多项式， 

G(x) = (x - 贫（〜， ". ， 0 ^) • UiK^ - g(ai ， … ， a„) • 1I 2 ) 


… （x - g(a t ， …，〜） • il w! ). 

其中《（〜，… ， ar „ ) • II , 是在多项式 g ( x ! , JT n ) * II I 中令 a = a ，，1 < / < 
n ， 而得到的 K 中元素.根据根与系数的关系知 G ( x ) 的系数都是 

乂 = gU! ，…，〜） • il ;， 1 < / < n ! 

的初等对称多项式.根据上面引理知 G ( x ) 的系数都是 ai ，…， a „ 的对称多项 
式，因而可通过 ai ,-, a M 的初等对称多项式，也就是 f ( x ) 的系数表示.但 

ju ) 的系数都在域 f 中，因而 g (^) e f [ jc ]. 

G ( x ) 有根貧 （ a : ，…， a „) = /? ( 当 K 为恒等置换时， crj ，…， a „〉7 T 
= ^(〜 ，…， a n ) ) 而 F 上不可约多项式 p (: r ) 也有根这样 ( G ( x ) , p ( x )) 
= A ( x ), 即 p ( x )\ G ( jc ), 随之 pU ) 在 K 上分解成一次因式的乘积，即 
pix 、 的全部根都在 K 中 .口 

定理 4.4 F 上有限次扩域 K 是单扩域.特别地， F 上的分裂域 K 是单 
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扩域. 

证明 K = = F ( a ,)(«2)-(« J - 只要我们能证 

F ( a )({3) : F (0), 即在 F t 添加两个代数元等同于添加某一个代数元，再 
用一下 U 1 纳法就行了. 

设/， ( d ) , q ( J ' ) 分別是 F 上代数兀 ft ，/?的 F -极小多项式. 

我们希望在了 = F ( a )(/?) 中找到一个元素6使 a G F (0),{3 G F ( d ). 
显然元素0具有形式# ( a ，/?) ，_ y ) 6 F[x , y ]. 最简单，也是最先该考虑 
的，该坫设0二 a + c (3 ,c e F . 这时只要 6 F (6). 则也有 a € F (6 ), 然后 
设法选 r 以达到我们的目的.由于关于《，/?的计算规则由其极小多项式 
!)(' vh q U ) 决定，所以这里一定要充分利用它们. 

下面足作常巧妙和关键的一步•设 r ( x ) - p ( a + - ex ) G _ F ((9)[ a ] ，显 

然 r (. r ) 和 q (. r ) 有公共根如果我们能够选择 r G F 使 r (. r ) 和只 
朽这一个公共根戶，则由 r { x ) G F ( ^ ) [ .r ] , ^ ( j : ) G F (6)[ x ] 便有 (r (.r ) , 

r /(. r )) = ,r ^ ^ e F (0)[ x ] 9 因而得 G F (^), 随之也有 a ^ F (6). 

设 p ( x ) 的全部根为 q = a , a 2 * ^ a s , q ( j ：) 的全部根为 /^ = /?， /3 2 ，…， 
汉，只要选择 r G F 满足 条件： 


a + c/3 - 7^ a } , 


即能保证 r ( x ) 和 q ( x ) 只有一个公共根 /?. 特征0的域当然是无限域，这样 
的 c G F 是永远存在的.定理证完 .口 


建议读者按逻辑顺序整理一下上面证明，并补充好略去的推导. 


设 K 是特征为0的域 F 上的分裂域，即存在正次数多项式 fix ) e 
F [ j :] ,使得在 K 上 /(: r ) 二 a(:r - 0： 1 )"-(：1：-0：„)且1< = F(aj , , a „ ) . 不 

妨设丨 q ，…， C 2„ 丨中两两不同根的集合为丨 ，…， 丨 ， 则 fC = F ( a ! , , 

aj . 记 Gal ( K / F ) 为 K 的全体 F _ 自同构关于同构的合成构成的群，我们 


定理 4.5 设 K 是 F 上关于正次数多项式 /U) 的分裂域， fU ) 的不同 
根的集合为 Ui ，…，丨 . 任取必 G Gal( K / F ) , a 是 /(x) 的一个根，则 .( a ) 
也是 f(i ) 的一个根.这样 

y = / a l a 2 … 

♦ i > (a 2 ) … ^(a m ) / 

是 M =丨〜 ，a 2 ，…，丨的一个置换 • 

证明 若 a 是/(I )的根.因4保持 F 中元素不变，易证奴 a) 也是 /(x ) 
的根.由于诸 a, 彼此不同，而4是一一映射，故诸 5^(a f ) 也彼此不同，即&是 
M 的一个置换. □ 

利用上面结论，我们可以定义群 GaKK/F) 到 Ui ，…，的所有置换 
作成的群 s„ 的一个映射. 


§4 正规扩域(分裂域续) 


• 141 • 


Q : Gal ( K / F ) —- S „ 


多 一 么 二卜 a2 … 叫 . 

\^(«! ) Ha 2 ) … Ha n ) j 

今 G f = |2^|^ 6 Gal(K/F)|, 我们有 
定理 4.6 记号同上， 0 导出群同构 

Q : (GaKK/F )， 。） 一 - (G ，， 。）， 

证明显然 0 是满的，易证 0 是单的.对任意的 6 Gal(K/F), 有 
二2今卞 由此可得0是群同态.因而0是同构 .口 

定义 4.7 设 K 是 F 上正次数多项式 / U ) 的分裂域， / U ) 的不同根的 

集合为丨 q ，…， 〜丨 ， K =朽以 ，…， ％).称心为卩上多项式/^)的根的 
对称群，也称为 F 上 /U) 的 Gabis 群.并称 GaUK/F) 为 F 上分裂域 K 的 

Galois 群. 

计算一个多项式的 Galois 群有一定的难度.必须对该多项式的根有较好 
的了解后才有可能. 

例 1 计算/(幻 = U 2 -2){ x 2 -3) 在 Q 上的 Galois 群. 

解 首先找出0中包含 Q 以及 / U ) 的不同根 ai = V 2, a 2 = - V 2, a 3 = 

\^3 f a 4 = - V 3 的最小域 £ ，容易看到 E = \a + b 4 i + + d 4 h \ a ， b ， c , 

d e Q \. 这时 Gal(£/Q) = Aut £：■ 由第一章 §2 例 4 知 


Gy = 



^2 

a 3 




ai 


a 3 




a 2 a 3 
a 2 a 4 




«2 


a 3 a 4 
a 4 a 3 


定理 4.8 设 K 是特征 0 的域 F 上的一个分裂域， JC 的全体 F -自同构 
组成的（关于自同构的乘法）群记作 Gal ( K / F ). 则有 

[K ： F ] = | Gal ( K / F ) 丨 . 

证明由定理 4.4 知 K = FM ). 设0的 F -最小多项式为 pU )， 其次 
数为《，并设 PU ) 的全部根，亦即与0成 F -共轭的全部元素为 I = e ， e 2 , 
…， d „. 我们知道&彼此不相等且对所有“有見 G K ， 并且 [K : F ] = w . 

一方面可以证明 Fid ) = FU )， 且 Fid ) ^ FUMpU )) 兰 F ( d t ), 
故对应 


K = F(6) —^ K = Fie,) 

f(e)、- f(e x ) y f(x) e fu] 


是 K 的 F _ 自同构. 
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另一方面，若令 e Gal(K/F)， 则 今 （ d ) 也满足 F -多项式 p ( x ) J (0) 
等于某个 A， 随之0 L 


总起来便是 Gd ( K / F ) 


[K ： F]. □ 


IAJ </<«!,因而 iGaK / c/m 


这个重要结果还可以用前一节证明分裂域唯一性的方法去直接证明而不 
用定理 4.4. 


练习 


1- K / F 是正规扩域， K 2 3 F， 则 K / E 也是正规扩域. 

2. K/F 是代数扩域， IN, 小6 /丨是 K / F 的中间域，且是 F 的正规扩域，求证 UN, 
是 F 上正规扩域. 

3. K / F 是正规扩域， L / K 是正规扩域，问 L/F 是不是正规扩域？ 

4. 二次扩域都是正规扩域. 

§ 5 Galois 基本定理 

本节中我们介绍著名的 Galois 理论的基本定理.这是对整个数学发展起 
重要推动作用的理论之一. 

我们仍局限于讨论特征0的域的情形.你完全可以设想我们就是在复数 
域0中进行的. 

设 iC/F 是 F 上分裂域.这里把下面将用到的域论中或群论中的一些结 
果重温 一下： 

1) F 上分裂域和 F 上正规扩域是一 回事； 

2) F 上分裂域 K 是单扩域 iC = F(d) = F(^) = F(h，h，.“，t)， 其中 
\e = d u e 2 ，…， d „\ 是 0 的 f -最小多项式 p ( x ) 的全 部根； 

3) F 上分裂域尺= F(0)， 而0的 F -最小多项式 p ( x ) 的次数为 w ， 

则有 


= [K : F ] = | Gal ( K / F ) 

4) L C K ， F ， L，iC 是域，则有 [K ： F ] = [K I L][L : F ]. 

5) Uf c G,UI (单位元组成的群）， H ， G 是有限群，则有 
IGI = [G : IWJ - [G : H][H : \e\] = [G ： H]^\H 

6) 若 G 是有限群，则对任意 g G G 有 gG = Gg = G . 

取定 F 上分裂域 F (0)， 设 0 的一个 F -极小多项式为 p(x), G 
Gal ( K / F ). 令 


K = I K/F 的一切中间域 L : L ^ Kf, 
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© = |G = Gal ( K / F ) 的一切子群 : G ^ UIK 
以上所用符号在本节中固定下来. 

先定义集 K 到集©的一个对应. 


任取 L 6 t 由 K 


F (6)^ K 得 K 


L(6) 


= L ( d ' ，…， d n ) ， 因而 K 是多项式 p ( x ) 6 F[x ] ^ L[jr ] 在域 L 上的分裂 
域 . 今考虑扩域 L 上分裂域 K 的 Galois 群 GaKK/L)， 若 ♦ € Gal(K/U, 即 
必是域 K 的 L -自同构. > 保持 L 中元素不动，当然更保持 F 中元素不动，因 


而多也是 K 的 F — 自同构，即# G Gal ( K / F ). 随之有 Gal(K/L) ^ 
GaI(X/F) = G. 这样就得对应 



0 

Gal(K/L). 


显然尸^~~ -Gal(K/F) = G ， K 、 ~~ ^Gal(K/K) = UL 
其次定义集 © 到集 K 的一个对应. 

任取 ®. 把 a G K 在 F -自同构4下的象记作 W， 规定 

Inv H = I a G K \ V ^ H , = a [ < 

直接验证可知 Inv H 是 K 的子域且 F G Inv 即 Inv H 是中间域，因而 
Inv H 6 K. 称 Inv H 为 H 的不变子域(也就是 H -集 K 的不变元组成的子 
集）.这样就得对应 

Inv : @ 一 ^ K 

H >^ Inv H. 


显然 U 丨 1 -^ InvUI = K. 我们还将看到 G* - ^IrivG = F. 

读者也许已预感到，下一步想证的该是：对应 Gal 和对应 Inv 是互逆的， 
即想证： l e sc,h e ®, 

Inv(Gal(K/L)) = L, (1) 

GaKK/Inv H) = H. (2) 

天才的法国青年 Galois 就是利用这两个等式给出了扩域 K / F 的中间域 
和其(刻画扩域 K / F 的对称性的) Gabis 群的子群之间的 一一 对应.这就是著 
名的 Galois 对应.在数学的其它分支中也出现类似的 Galois 对应，通过这种对 
应把不同类型的研究对象(在我们这里是域和群）紧密地联系起来. 

证明的关键是下面这个命题. 

命题 5.1 设 K 是域 F 上分裂域， G = GaKK/Fhf/ 是 G 的一个子群. 
M H 的不变子域 Inv H = T . 则有 [K ： T] = |HK 

证明 令 /fz | 幻，…，规定群 H 在 K [: T] 上的一个右作用，即定义 
K [: T] x H 到 KU] 的一个运算如 下:设 
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/(. r ) = b n x n + … + 6 1 :r + 6 0 GK [ x ]， 多 G / f ， 

规定 /( x ) •必 = ( bj >) x n + …+ ( b x j>)x + (6 0 多）‘ 

注意到多是域 K 的自同构，直接演算可知，对 /( x ), g ( x ) ^ K [ x ] J , < h ,^ 

e h , 

/(JT) . (多為 ）= { fix ) - j > i ) - 

( f ( x ) g ( x )) - i > =(/( x ) • ^)( g ( x ) - i >). 

由于正规扩域是单扩域，可设 K = F ( d ). 令 

m 

h { jr ) = JJ ( JT - 紙）- 

i = 1 

对任意 ♦ 6 H 因为 = H , 因而丨地 M < i < w } = I 6 ^ , 1 < / < m }. 
所以有 


tn m 

h(jo) * ^ ™(TI(^ ^ - 多 ) 

/ 二 1 i= 1 


m 

二 n“- #, ) = h(x). 

^ = j 

这说明 h(x) 的系数在多 € H 作用下不变，即得 AU) G Inv H[x]= 
TU ]. 由于 TQ_F ， 由 K^T(d)^F(d) = K ， 得 K = T(0). 但沒是 T 
上 m 次多项式 /Ko:) 的根，故得 

[K = T(d) : T] < m. 

另一方面 Gal(K/T) ( 因为 /f 中 4 是 iC 的 : T - 自同构），由定理 4.8 得 

[K ： T] = |Gal(K/T) | >\H\ = ?n. 

合在一起便得 [K : 了 ] = m = |H| . □ 

推论 5.2 符号如上，则 Inv G = F. 

证明设 Inv G = T. 由上命题得 [K • T] = n. 另一方面，有 

n = [K ： F] = [K ： T][T : F] - » * [T ： F], 

因而 [: r f] = 1 ，即丁 = f. □ 

这就是说，对任意分裂域 K/F 都有 Inv(Gal(K/F)) = F. 特别，对于分 
裂域 K/L 我们有 lnv(GaKK/iL)) = L. 这就是 （ 1). 

今证 (2) . 读者不难证明 Gal(K/InvH)^H . 上面命题是说 

[K ： Inv H] = |H| , 

而另一方面，依定理 4. 8, 分裂域 K/Inv H 在域 Inv H 上的次数等于其 Galois 
pGal(K/InvH) 的阶，即有 

[K : Inv H] - |Gal(K/Inv H) | . 

合在一起便有 

\H\ = lGaI(K/Inv H) | , 
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因而有 Gal(K/Inv H) 

总起来便得 


H, 这就是 (2). 


定理 5.3(Galois 基本定理 ) 


K 是特征 0 域 F 上分裂域.规定 


@ 


域 K/F 的一切中间域 L Q K! , 

的 Galois G 的一切子群 ^ H 3 


H ， 


Gal : K 

L 

Inv : @ 

H 


@ 

Gal(K/L); 


K 

Inv H 


a e K I V 5^ e HM 


则： 


1) Gal ， Inv 给出集 K 和集 ® 间的 


. . 


对应且 Gal 和 Inv 互为逆 . 


2 ) 若 Q [ 2 ， 1^ 丄 2 G K ， 则 GaKK/L^ 3 Gal(K/L 2 ) ;若仏 £ 


e ◎，则 Inv 2 Inv H 2 . □ 

结论 2) 的证明留给读者 . 

也许值得再回顾一下这个重要定理的证明.不难得包含关系 


Inv(Gal(K/L)) ^ L, 


Gal(K/Inv H) ^ H. 


而能证明这两个包含关系是相等关系全靠两个扩域次数的等式 


K : L] 




|Gal(K/L) 


K : Inv H] 


H 


下面进一步讨论，当中间域 L 是 F 上正规扩域时， G 的子群 GaKK/U ) 该有 

什么更好的性质 . 将证，它是正规子群 . 

先证一个命题，它本身再一次说明 Galois^ Gal(K/F) 刻画着扩域 K/F 


的对称性 . 


命题 5,4 K 是 F 的分裂域 .G 




Gal( K/F) - 恒等自同构），舍 2, 


_ • ♦ 




e k ， 则〃丨恰是 a 的所有 f - 共轭元(可能有相重 


的 ） ♦ 


证明 1 我们知道， 0^ 是 a 的 F - 共轭元 . 今设 戶是 a 的 F - 共轭兀，而 


去证明 ^ 具有形式“ ; .设 

ip •• F(a) 


-^ 


F ( 卢 ) 


g(o^) 


I- ► 




g(P) ， g(^) ^ F [: r] • 


由于 a ， 卢有 相同的 F - 极小多项式 p(x), 由前知 0 : F(a) 


- ► 


F (/?) 是域 


同构 . 设 K 是 FU) 上 /U) 的分裂域，则 K 也是 F ( 幻上 /(I) 的分裂域.依 


命题 2.9, 0 可开拓成 K 到 K 的一个（自）同构 4 且 >| FU ) 


中，随之 H 
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-域 F 的恒等自同构.这样便得4是 K 的 F -自同构，随之4等于某个 
A : ♦二九•再由^ \ p ( a ) -爹便得 

= a<p = 

证明 2 只需证 a 的任一 ' F - 共扼兀# = ，这次采用命题 5.1 的证明 

思路，而设 


任取必€ G ，有 


g ( x ) 


J | (: - 冰)， 

i = 1 


g(x) • ♦ =(n (， ) ) ^ n(r cc +冷 ) 


= IX - o = g (^)^ 

i = 1 

第三个等号成立是因为 G # = G ，因而 M = la ^ A ^ iKn ] 
(带重数）.这样多项式 g (: r ) € K [ x ] 的每一系数在 > 作用下不变，由前面推 


论 5.2 知这些系数都属于 F , 即 gU ) € FU ]. 

g ( x ) e F [ t ] 且以为根，因而必被 a 的 F -最小多项式 p ( jc ) 整除， 
即 g(x) = P(x) - A ( x ) .由 g{x) 的定义可看出 p(x) 的所有根都是形如 
4者 •口 


0 & 〖0匕基本定理{续} 

3) 若 L 是 F 上正规扩域，则 GaKK / L ) 是 G 的正规 子群； 若 H 是 G 的 
正规子群，则 Inv H 是 F 上正规扩域. 

4) 若 L 是 F 上正规扩域，则 Gal ( L / F ) ^ Gal ( K / F )/ Gal ( K / L ). 

证明 3) 设 L 是 F 上正规扩域.任取定^ € G = Gal ( K / F ), 规定 

¥ : L —- L 

a ' - ’ （ X+ . 


由上面命题 a ， W 是 F -共轭元，而 a ^ L 且 L / F 是正规扩域，故知€ L , 

因而 〆 确是 L 到 L 的对应.易知 f 还是域 L 的 F - 自同构.这样 ， f € 
Gal ( L / F ). ^ 


2 : Gal(K/F) 


—^ Gal( L/F) 
1 -^ 彡 ， ， 


注意到 f = ^ l L , 故有 

♦、 f } = f II •念 II =(參馬 ） Il = (令泠,丫， 

即： S 是群 Gal ( K / F ) 到群 Gal ( L / F ) 的一个群同态对应. Gal ( L / F ) 的恒等 
元是域 L 的恒等自同构，故得 



Ker 2 




|多 € Gal ( X / F )| V a € L , 
Gal ( K / L ). 


这样 Gal ( K / L ) 是 G 的正规子群.这就证得 3) 中第一句话. 

我们还知道2是一个满的同态对应，这可用两种办法去说明.其一是，类 
似命题 5.2 的证明1，利用命题 2. 8可 知：域 L 的任一 F - 自同构都可开拓成 
域 K 的一个 F - 自同构，随之2是 满的； 其二是，由下列等式，对任意正规扩 
域 E/TAE : T ] = Gal (£/ T ), 以及对任意域 FG LG K 有 


[K : L][L : F ] = [K ： F ] 


9 


随之 | Gai ( K / L )| - I Gal ( L / F ) 


G a l ( K / F )| 即 


| Gai ( X / F )/ Gai ( K / L ) 


I Gal ( L / F ) I 


故得 2 是满的. 

由 2 是群 Gal(X/F) 到群 Gal(L/F) 的满同态对应，以及 Kerl = 

Gal(K/L), 就得 4). 我们把 3) 中第二句话的证明留给读者 .□ 

. 这个基本定理对用根式解代数方程的理论中的重要应用将在§ 8简略地 
介绍.在这里，由之立刻可以得到一个有趣结果：分裂域 K/F (因而任意有限 
次扩域 E / F ， 因为 E / F 总可以再扩张成为一个分裂域 K/F )的中间域 L 只 
有有限多个，这是因为有限群的子群只有有限多个.一个 n (>2) 维 F - 向量 
空间 K 是有无穷多个 F -子空间的，上面结果说明，在这无穷多个 F - 子空 
间中能作成子域的却只有有限多个！可以说，在代数系统中域是结构最紧致， 
“要求最高”的一个. 


在本节最后，我们再用偏序集和格论的语言陈述一下 Galois 对应. 

设丨 M ， <丨是一个偏序集， a，6 6 M. 如果 c G M 具有性质： 

1) a ^ c f b c ; 

2) 若: r G M 也有则必有 c<x ， 

则我们称 c 为 a 、 h 的最小上界. 

对偶地，如果 6 iVf 具有性质： 

1) ^ < a f ^ < 6 ; 

2) 若： r G M 也有： r<a ， x<6, 则必有： r<d ， 

则我们称 d 为 a , 6的最大下界. 

当然一个偏序集中的两个元素不一定有最小上界或最大下界.但另一方 
面，如果 a ，6 的最小上界（最大下界）存在的话，则它必是唯一的（很容易证）， 
常用 a V 6 .( = 6 V a ) 表示 a , 6的最小上界，用 a 八6 ( = 6八 a ) 表示 

a , b 的最大下界. 

定义 5.5 若在偏序集 | M ,<! 中，对其中任意两元素 a ，6,最小上界 a 
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V b 和最大下界 a A 6都存在，则称 IM ， <丨为一个格. 

和对群和环一样，对偏序集也可以谈论同构或反同构，只不过是把那里的 
‘保持运算”，换成这里的“保持关系”，详细说，就是 

定义 5.6 设 jiVf ， <丨和丨 AT ， 为两个偏序集.设 

: M -AT 

rt i - ► yt 


是集 M 到集 AT 上的一一对应. 

1 ) 若 a 则 # U <以办），则称#为偏序集 M 到 AT 上的同构对应， 
而称偏序集 M 同构于偏序集 M '， 记作 M 兰 AT ; 

2 ) 若 a < 6 ,则 >( a ) > #( 6 ),则称#为偏序集 M 到 iVT 上的反同构对 
应，而称偏序集 M 反同构于偏序集 AT ，记作 M ^ X M \ 

命题 5.7 设丨 M ， <丨和 1AT ， 都是格， 

V) 苦今 •• M 兰 M ， ， M 有 /\ b) 二 Ha) f\ <Kbh+(a \J b) = <f>(a) 

V MU 

2) 若必 ： M 三 — 1 M ' ，则有 ^(a /\ b ) = ^(a ) V ^( 6 ),^(^ V b ) — ^(a ) 

A Hb ). 

证明 这里只证，当 > : 时，必有 <^{a f \ b ) = ^( a ) V Hb 、， 
由 a A b ^ a $ a A b < b 、 知 +{<1 h b ) ^ ^(a ) , ^(a A h ) ^ ^( h ) . 设 ：r 

^ AT 且 而往证 A b). 由于 > 是集 M 到 M ' 

上的-'对应，故 *r = ^( y ) ,y ^ M . 注意到#是反同构，故由 ^( y ) — x ^ 

必 （ a ) 得：“，由多（: y ) = 1 >多（ 6 )得 3 ? <&,随之，依^六&之定义，知 
y A b , 再依反同构#的定义，得 : r = ^( 3 ^) ^ ^{a A b ). 总起来，这就 
证明了 《（a A 6 ) 是 0( a ), 必 （ 6 ) 的最小上界，即參 （a A 6 ) =必 （ a ) V ^{ b ). 
□ 

现在回到扩域 K ：/ F 及其 Galois 群 Gal ( K / F ). 

易见集 ® = | Gal ( K / F ) 的一切子群丨关于子群的包含关系 G 作成一个 
偏序集， \@^\ 还是一个格，这是因为，若 6©, 则 Gal ( K ：/ F ) 的子 
群 HJ 生成的子群 H {J J 就是 H J 的最小上界，而子群 HJ 之交 H (1 J 
(它也是子群）就是//，/的最大下界. 

同样集 K = | 扩域 K / F 的一切中间域丨关于中间域的包含关系 Q 作成 
一个偏序集.读者不难仿上证明， 1 K ， G 丨也是一个格. 

至此，我们已清楚地看到， Galois 对应 （ Ga 〖和 Inv ) 恰是格和格 
I ®, £} 之间的反同构，格 \ K , 给出扩域 K / F 的所有中间域之间的关系 
图，格 I ©，^给出群 GaKK / F ) 的所有子群的关系图，而 GaloLs 对应是说， 
只要倒置过来看，这两个关系图是一样的， 













§6 一 个例子 
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练习 

1. 设 F 桌一个域， K - F ( a), 〆 =1，其中《是使等式，二1成立的最小正整数, 
证明： 

1) K = F(a) 是分裂域. 

2) /C/F 的 Galois 群是 Abd 群. 

2. 设域 K 为域 F 的分裂域， M . L 为中间域， 证明： 

Gal( K/LM) = Gal( K/L) fl Gal( K/M). 


§6 —个例子 


现在来考察一个具体例子，也是回顾和总结一下有关 Gabis 理论的基本 
内容. 

设 K 是多项式 /(_ r ) = ( 1 2 + 1 + 1)(/-2)在有理数域@ h 的分裂域. 

• r 2 + :c + 1 的根为 co = y (- 1 + i ^/3) , o ) 2 = 士 (_1_/乃 ）（ cu 3 = 1)，而 

x 3 -2 的根为方，方⑴，乃⑴ 2 .这样依分裂域的定义， 

K = Q 、 w ， co 2 ， m 2 ) = Q(o>,^2). 

容易看到 K = CJU ) (朽），⑴的一个 Q - 极小多项式是1 2 + 1 + 1，为的一个 
Q { o >) -极小多项式（和它的 Q - 极小多项式一样)是: r 3 -2. 

今按定理 4.8 的证明思路来找出 Galois 群 Gai ( K / Q ) ，即域 K 的所有 Q 
-自同构. 

域 Q ( o >) 是 Q 的单扩张，其 Q - 自同构就是 Q 中元保持不动而把 w 映到 
它的 Q - 共轭元上. w 的 Q -共轭元共有 两个： 和0> 2 ,这样 Q ( w ) 的 Q - 自 
同构也有 两个： 

01 : Q (⑴） ^ Q(co) #2 : Q (⑴） ^ Q(w 2 ) = 0(o>) 

a ' - ^ a ,a G Q a * - ， a G Q 

2 

CO 1 - ^ O) ； CO 1 - ¥ O) • 

域 K = Q ( CU ) (乃）是 QU ) 的单扩张， QU ) 的每一 ( Q -) 自同构 p 都可 
开拓成 K 的 ( Q -) 自同态，办法 是:将 Q ( co ) 的元素按0去对应而把为映到 
它的 Q ( o ) -共轭元上.为的 Q [ w ] -共轭元共有三 个：为 ，为 co , 方 w 2 , 这样 
每个0可开拓成 JC 的三个自同构，共得 K = Q ( a >)(^2) 的六个 Q - 自同构如 
下页的表. 

也可直接证明，也可由等式 |Gal(K/Q)| = [K ： Q ] = [K ： QU]] • 
[QU] : Q] = 3-2 = 6得知 ， G = % ，…， 心丨就是 GaKK/Q)， 当然也就是 
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x /2^ x /2 



I 3 » 






I » 




4 > 2 : Q ㈤ 


.• 一 一 


Q ㈤ 


< f >4 : K 





2 


Q 上多项式 fix) - (jc 2 + X + l )( x 3 ~ 2) 的 Galois 群.若想把九通过 f(x) 
的根的置换来表示，只要看 一 下 /( JT ) 的5个根 （ q = ^2 , r 2 = v^2a* , r 3 = 
^\ r 4 = ⑴， r 5 = co 2 ) 在 A 下的象便行了.写出来便是(用 i 代替 r,): 



♦ 2 = 



♦4 = 



h 二 





二⑴， 


-(12 3), 
=(132)， 

= (2 3)(4 5) 
= (1 2)(4 5)， 
- (1 3)(4 5), 




在这里再一次的看到，反映根的对称性的这些置换， Q- 共轭的根间是可 


互换的，而不是 Q- 共轭的根间是不相往来的.容易看出 Gal(KQ)^ S 3 (IB 
h 这些置换局限在 U，2,3f 上,便得到 GaKK/Q ) 到丨1，2,3|的对称群上 

的同构对应）. 


找出一个有限群的所有子群，较之找出扩域的所有中间域要容易得多.所 
以可先找 Gal(K/Q) 的子群表，然后用对应 Inv 而得 K/Q 的中间 域表： 
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a Gal (K/Q) 



a：Q 



上两表编号相同的子群和中间域是在 Galois 对应下互相对应的，如编号 
都是 d 的子群 （（1 3)(4 5)) 和中间域 Q (为有 关系： 

Inv((l 3)(4 5)) = ， 

Gal ( Q (^2^)/ Q ) - ((1 3)(4 5)) = [hh 


在上子群表中编号为 6 者是 G 的唯一的真正规子#，这样由 Gabis 基本定理 
知编号为6的中间域 Q ( co ) 是唯一的 Q 上（不同于 Q 和 K ) 的正规扩域，且有 


Gal ( QU ]/ Q ) 兰 S 3 /((l 2 3)). 

最后，由分裂域都是单扩域的证明知，对我们这个具体例子有 


K = Q(co ， H) : Q (为 + ⑴)， 

即 K 是在 Q 上添加一个数为+ 0所得到的扩域.也许有兴趣看一下方+ CO 
的 Q - 极小多项式 p { x ), 它是6次 (Q 上）不可约多项式.不难得到 p { oc ) 的 
所有根，也就是为+⑵的所有共轭数，为此只要用 Gal ( K / Q ) 中元去作用 


它即得，即 

(v ^2 + (o)^i = V 2 + co , 

("/2 + ) ^3 = ^/2 0 )^ + CO y 

(^2 + a ； ) ^5 = ^2 co + co 2 ? 


(H 



+ 


)^2 

)^4 


Ti 


+ CO ) ^5 — V2cu 2 + CO 2 . 


利用根与系数的关系可以得到，例如 />(: r ) 的： r 5 的系数是这六个根之和 
冠以负号，这就是3.有兴趣的读者还可计算出 p ( x ) 的其它系数. 

下面从另一角度再看一下上面的例子.设 K 是多项式 gU ) = P - 2在 
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有理数域 Q 上的分 裂域. x 3 - 2 的根为方，为~，为如 2 ,这样 

K 二 = Qi ^ flMco ) = Q (^2)(^2 W ). 

显然这个域 K 就是上例中的域 K . 为的极小多项式是: T 3 -2, 而方 W 的 
Q (^) _ 极小多项式是 gO ) = 共轭数是方，为 w ， 

为 Oi 2 , 为 w 的@(方）-共扼数是乃 CO , 方如 2 .还是按命题的证明思路去找 
Gal ( K / Q )， 先看 Q (乃）的 Q - 同构，然后再把这些 Q - 同构开拓成 K = 
mH )( HCo ) 的自同构•由于乃有三个◎-共轭数，故 m 为）有三个 q - 
同构： 


<h ' ❹ ( 为） — 

— 0(^2) 

<Pi : U(^2 ) — 

— @d) 

a 卜 ― 

一 a , a G Q 

a — 

—a，a G ◎ 

H 一 

— n, 

n 

~~*• ^2 CO ; 


<h ，、 Q(^2) - 

—Q(^2w 2 ) 



a 一 

— a,a e Q 



n 一 

~^ ^2o) 2 . 



由于乃 w 有二个 m 为）-共轭数，故 a 可开拓成 k 的两个 q - 自同构.写出 
来便是 


' Q <^~) — Q ^ T ) 



♦X K — - K <P 4 : K 一^^ K 

d ■ —^ a 6 Q a 1 —^ a, a € Q 

-^ ^2 ^2 . ~- ^2 



今考察02的情况 . 6 : 0(^2)— ^ -Q(^2co). K = Q (为 )( 方⑴）•由化得 
环间构（仍记作 A ) 

4 

<Pi : Q ( 为） [t] —^ 0(^^)[ j ：] 


JT ” + 心— 1 + …+ 6 0 * ~+ ( hU/d + …+ (^2^ o ) 


g{oc) = X 1 + ^ 2 x + ^4 1 - ^x 2 +^[ 2 <dx + ^ 4 a > 2 = g(jc) , 

g (^) 的两个根是为和为让# (_ r ) 的根为如去对应 fU ) 的每一个根便 
把必开拓到 K = @(^2)(^2 co ) 到 K = Q (朽 w )( 为）（或 K = 

Q (^2 a >)(^2 a > 2 ) )的0-自同构，写出来 便是： 

心和心的情况类似，写出结果便是 
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弇 ： K 


^2 



K 


^ € Q 

%/2 a ) 2 

\f2o) 


这样 Gal ( K / Q )= 丨…， 心丨.当然 Gal ( K / Q ) 也是多项式 i 2 - 3 的 
Galois 群，把其元素写成 a： 2 -3 的三个根的置换就是(设 ai : h - = ' 42 m . 
a 3 = flco 2 , 并用 / 代替 of / ) : 



h = 






-(12 3 ), 




和上面一样，还可以先找出 Gal(K/Q) 的子群表，再按对应 Iiw 找出扩域 
K/Q 的中间域表,这一工作留给读者.当然结果是和上例中完全一样的. 


练习 

1. K = CK/l， 朽）是 Q 的分裂域， 

1) 写出 GaI(K/Q); 

2) 找出 Gal(K/Q) 的所有子群以及它们对应的中间域， 

2. K = Q($，i) 是 Q 的分裂域. 

1) 写出 Gal(K/Q); 

2) 找出 GaI(K/Q) 的所有子群以及它们对应的中间域，并指出哪些是正规子群以 
及对应的正规扩域. 
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§7尺规作图不能问题 


我们都熟悉初等几何的尺规作图，即用无刻度直尺和圆规作出平面几何 
图形.如果一个作图问题，如平分已知角，可以用尺规作出，当然它就是一个尺 
规作图可能问题.如果一个作图问题，如三等分一个已知角，你长久作不出来， 
或者二千年来没有人能作出，它是一个难题，但远不能说是一个尺规作图不能 
问题.要在数学上肯定一个作图问题是尺规作图不能问题，就必须否定一切可 
能性.一个好的方式是应用反证法而去证明：若该问题能用尺规作出，则必导 
出矛盾.数学中的矛盾当然是指在某一公理体系下的矛盾.因而若想谈论尺规 
作图不能问题，必须把含直观因素的尺规作图概念进行数学刻画，即公理化, 
下面就来作这件事， 


尺规作图的出发点是已知一些初等几何图形（诸如三角形、圆等），一些线 
段，一些点，而求作也是一些初等几何图形，线段，点等.但无论是初等几何图 
形，还是线段等都可以归结为点.这样尺规作图问题就可概括成：已知平面上 
的一些点，要求用尺规作出另一些点. 


在取定某线段为单位长引入直角坐标系后，直观的平面上的点就可用实 
数对 ( a ， b ) 代替，其中 a (6) 是 x -轴上 （ y -轴上）某有向线段的度量，这 


样尺规作图问题就可 说成： 已知一些实数，如 1( 单位长）， q ，…，^，要求用 
尺规作出另一些实数以，…， 


我们知道用尺规可以 作出: 

1) 若干线段之和； 


2) 两线段 之差； 

3) 已知三线段 a ，6， c 可作出线段 j : 使 a : 6 = c : j ： ; 

4) 已知二线段可作出线段 j /使 a : y = jy • 办， 

把这些功能用这些线段的度量去表达，就是如果已知正实数， 
, I aj ,我们可以用尺规作出它们的和，差，积，商和开平方•在此基础上，再 


赋予它们以适当的±符号，便知：已知一些实数1， 
域 ◎(& ，…， a n ) 中的实数以及对任意6 G Q ( a lf 


&，•••，〜，可用尺规作出 
•••，〜），6 > 0，可作出 


Q ( a { r -, a n )(/ b ) 中的实数_更一般地，若能从1，力， …，〜 出发用尺规作出 

实数组成的域 F 中的数，则对任意 b e >0,可用尺规作出 FisTb ) 中的 
实数- 


定义 7 .i K , F ， K 是实数域 H 的子域(简称之为实域）.如果 K 

二 F ( /^)( / h ~ 2 )-( / V m ), 其中所有《 > 0^! e F . h , e 
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F ( J ~ b x V -. W : 1 ) ，/ > 2,则称 K 为 F 的 Pythagoras (毕达哥拉斯)扩域，简 
称毕氏扩域. 

这样，以上的讨论说明：由已知实数1,&，•••，《„出发，可用尺规作出 F 
= Q ( l ，~， …， 《,,) 上的任意毕氏扩域中的数. 

下一个问题是：我们是否相信这些 F 上毕氏扩域中的数就是用尺规由1， 

出发可作出的所有数？为此我们回顾一下尺规作图时通常采用的 

步骤： 

1. 在平面上的某个范围内，或在已作出的直线或圆上，任选 一点； 

2. 过两已知点作一 直线； 

3. 过已知点用已知半径作 一圆； 

4. 作出两已知直线的 交点； 

5. 作出一已知直线和一已知圆的 交点； 

6. 作出两已知圆的交点. 

应该说这些就是尺规作图时为得到新点所有能采取的步骤.现在分析一 
下，这些步骤能提供一些什么样的新点（=新实数）.设实域 E 是已知的.这 
时的已知直线和已知圆在我们的坐标系下就相当 x ，3^ 的一次方程 6 LT + by + 
c = 0和二次方程 x 2 + / + ax + by + c -=0, 而其系数在已知实域£中，当 
采用第4,5,6步骤时，所得新的坐标（实数）必在域 E 的毕氏扩域中.注意到 
F 的毕氏扩域的毕氏扩域仍是 F 上的毕氏扩域，因而第4,5,6步骤能提供的 
新数走不出已知域 F = Q ( l ， ai ，…，的毕氏扩域的范围. 

关于步骤1的任选一点.这当然不允许你选择特殊点，例如你不能通过任 
选“一已知角的三等分线上的一点”，以说明你会用尺规三等分角.因而在抽象 
化这一作图步骤时，把它明确 为：在 平面上可任选一坐标为有理数的点（有理 
点）； 在已知图形（直线或圆）上可选两有理点连线与之相交的那些点.这样，步 
骤1能提供给我们新数仍是出发域 F 上的毕氏扩域中的数. 

作图步骤2,3,则是为获得新点作的准备，或是最终作出所求图形. 

总起来说,如果你承认我们在初等几何尺规作图中能作的是(这是没有问 
题的）且仅是(这似乎应慎重一些)上述六个步骤有限次的反复使用，则由已知 
数1,出发能用尺规作出的数将是且仅是实域 Q ( l ， fll ，…， 《„) 的毕 
氏扩域中的数. 

一方面，经过上述分析，上述对尺规作图这个刻画是完全可接受的.另一 
方面，实域的毕氏扩域是严格的数学概念，而尺规作图则是在实践中有共识的 
直观概念，在数学概念与非数学的直观概念之间无法运用数学推理去证明它 
们的等价，我们只能把这种刻画看成是尺规作图的一种数学模型或尺规作图 
的一种公理化。 
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初等几何尺规作图的数学模 型：由已知数1，^，…，〜出发能用尺规作出 
的数是且仅是实域 F = Q ( l , q ， … ，〜） 的毕氏扩域中的数. 

当然这是尺规作图的一种数学模型，就是说它也许还有另外的更令人满 

意的数学模型，尽管目前尚没有被提出来. 

该强调一下的是，当讨论尺规作图“能问题”时，我们不需要这个尺规作图 

的公理化，因为 F 的毕氏扩域中的数，我们会用尺规作出，能作出来，它当然 

是个“能问题”.但是当谈论尺规作图“不能问题”时，就需要这个尺规作图的公 

理化作为我们的共同出发点，是须臾不能离开的 - 

命题 7.2 K 是域 F 的扩域且 [K : F ] =奇数，则 K 必不含在 F 的毕氏 

扩域中. 

证明 设 FQ £：，而£:是 F 的毕氏扩域.依定义知 [£ : F ] = 2' 

再由 [£ : F ] = [£ : K][K : F ] M [K ： F ] 是奇数，便得矛盾 

下面看一下古希腊时代就开始讨论的三大几何作图问题. 

例1三等分角问题:设《是已知角，试三等分之，即求角0使36 = «. 
由三角公式，有 

coscr = cos 3^ = 4 cos ^ - 3 cos 沒， 

这样所求的 cos 6 是三次多项式 4 x 3 - 3 x - cos a 的根.如果这个三次多项式 

(例如当 a = 60°而 cosa = 时)是域 F = Q ( cosa ) 上的不可约多项式，则 

F ( cosd ) 是 F 上三次扩域，因而依上命题， F ( cosd ) 不可能含在 F 的一个毕 
氏扩域中，随之 coM 不能用尺规作出，即三等分角是尺规作图不能问题. 

例2立方倍积 问题： 已知一边长为 a 的立方体，求作一立方体其体积是 
它的2倍.设所求立方体的边长为6,则易见6是多项式 P _ 2?的根.如果 
这个三次多项式（例如当 a = 1时）是域 F = Q ( a ) 上的不可约多项式，则 
F (6) 是 F 上三次扩域，随之 F ( b ) 不可能含在 F 的一个毕氏扩域中，即所求 
b 不能用尺规作出.即立方倍积问题是尺规作图不能问题. 

例3化圆为方 问题: 将已知半径为 a 的圆化成一个等积的正方形.设所 
求正方形的边长为6,则6满足多项式 x 2 - it a 2 ,即6 = a 这样求6就 
等于求 it. 这时已知域是 F = QU )， 而当 F{n) (例如当 a = 1 ) 是 F 上 oo 次 
扩域 （ 是超越数）时，显然它不能包含于 F 的毕氏扩域中，因而化圆为方问 
题也是尺规作图不能问题. 

值得回顾一下的是，我们完整而顺利地解决了尺规作图不能问题,用到的 
只是域论中一个最基本而简单的 事实 ： FQ EQ K ， F ， E，K 都是域，则有 
[K ： F ] = [K ： E][E : F ]. 另一方面，再一次看到，把几何问题化归为代数 
问题不但是有效的，而且是漂亮的. 
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§8用根式解代数方程问题 


用根式解代数方程问题是一个把经典代数引到近世代数（即抽象代数）的 
有划时代意义的问题.在这里回顾一下历史是有益的.由于篇幅限制将略去证 
明. 

经典代数是以解代数方程问题为中心展开的.大约公元前2000年，古巴 
比伦人就已经知道类似于我们大家熟悉的配方法解一元二次方程.在中学我 
们就学过 

x 2 + + c =0 


的解是 : T = 




b ± V h 2 — 4c 


2 


关于 一 '兀二次方程， S. del. Ferro (1465 - 1526) 和 N . Fontan Unebreak (即 
Tartaglia) (1499 - 1557) 给出 了解法，而对于一元四次方程， L. Ferrari (1522 
- 1565) 给出了一个解法，都收人在 1545 年出版的、 G.Cairdano (1501 - 1576) 


的代数巨著 Ars Magna (《大术》）中.他们的解法，也就是最古老的解法，用我 
们现在习惯的方式可表达 如下： 


—般一兀三次方程 


: r 3 + ax 2 + 6x 十 c 




在用 


X 


昏代替 X 后可化成 形如: 


X 


3 


mx 


n 


的方程，因而只需求 (2) 的解.利用恒等式 

(W 一 vY + ?fuv(u — 


V 


) 




U 


— ” 3 , 


把它与 （2) 比较而得 x = u - v 9 3uv - m , w 3 - t; 3 = n 
由后面的两个关于的方程，可解得 


u = %/ (n /2) + \f~{n /2) 2 + (m /3 )"^ , 


v 



(n/2) + V (n/2) 2 + ( m /3) 3 


从而得方程 (2) 的解的公式 


x 


V ( :/2 ) + 、 m /3 ) 



- (n/2) + %/ (n/2) 2 + (m /3) 3 • 
这就是被称作 Cardana - Tartaglia 公式. 

一般一元四次方程在作一个适当的变量替换后可化成 


x 4 + px 2 + qx + = Q 


( 2 ) 


(3) 
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的形式，利用配方法，可把 （3) 写成 


(JT 2 + p ) 2 = 


px 1 


qx 


P 


r 


9 


因而引人参数 ^ 后有 

{x 2 + px + y) 1 — {p + 2y) X 1 - qx + ( p 2 - r + 2py + y 2 ). (4) 

下一步是选择 ^ 使得 (4) 的右侧是一个完全平方.为此只需选适合方程 

4(/> + 2y)(p 2 — r 十 2py + y 2 ) - q 2 - 0, 

这是一个关于^的三次方程，从而用前面方法可解得利用这个^值，求 
(4) 的解 x 也就是求 (3) 解 x ， 就变成开平方和再解一个一元二次方程的问题 
了. 


由此可见在16世纪中叶已有了二、三、四次方程的公式解.虽然我们没有 
直接写出四次方程解的公式，但不难看出，所有这些方程的解都可以通过原方 
程的系数经过四则运算和开方运算表示出，即二、三、四次方程有根式解. 

面对这样重要，漂亮的结果，数学界自然要迎接下一个挑战 ：找出 五次方 
程的根式解.1545年以来近300年的努力，这中间特别应提到 Lagrange , 
Gauss , F . Ruffini ( 1765 - 1822 ), N . H . Abel (1802 - 1829) 等人的名字，直到 

1830年才由天才的法国数学家 Galois 完全解决了 ：存在 五次方程它不能用根 
式解.对 Galois 以前的工作我们只想提到下面的几个. 

Lagrange 分析了当时所有已知的解方程的方法，并指出可用一个统一的 
方法去代替这些不同的解法.他的想法 是：设 w 次方程/ + +…+ 

十= 0的 W 个根为 ai ，…，《„，任取这些根的一个有理函数 


r(ai ，… ， a„) 

其中 /(〜 ，… ， a „) ，^(〜，…， a „) 是 


/(q ，…， a„) 
gUi ，…， aj’ 

a x » a „ 的有理系数多项式. 


考虑根的置换… ^ 1或… /\1，其中 

W ⑴… (^ n ( n ) } \兀(1)… n ( n ) ! 

it ( l )7 t (2) … it ( n ) 是1，2, I 的一个排列，并规定 ir 对有理式 r 的作用如下: 

g( a w(l) ，… * a jf( n)) 

根据对称多项式的基本定理以及根与系数的关系 ， Lagrange 证明一个命 题:如 
果诸根~的某一有理函数 r 在所有《次置换 ir 作用下只取 m 个不同的值，则 
r 必适合一个 m 次多项式 PU )， 其系数是原方程的系数（即 ) 的有 
理函数.根据这个命题，如果能找到合适的有理函数 r 而使 m 就可将要 
解的方程的次数降低.在讨论过程中 Lagrange 引人置换，置换的乘法，置换群 
的概念.所有这些，我们今日都可以在 Galois 理论中看到它们的影子. 

Lagrange 的学生意大利人 P . Ruffini 证明了一般 w 次方程，当 n > 5时不 
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能用根式解.然而他是在“方程的解的根式表达式中，每一根号下的式子都是 
方程的诸根以及单位根的有理函数”这一假设下证明的.后来 Abel 证明了上 
面这一假设是成立的，并再一次独立地得到了 Ruffim 的证明，至此就完整地 
证明一般《次方程，当《 >5时不能用根式解. 

我们熟悉的方程论中的基本定理，后被称作“代数基本定理”是 Gauss 第 
一次证明的，他对方程论的另一个重要工作是证明分圆方程式 -1 =0的 
根式解.这里用“根式解”的意义是:设 t 是 m 次本原单位根，则由 De Moivre 
公式有 

a * 2 it I ♦ 

匕 =COS- + /sin - = a m + b mi . 

Gauss 证明了，必有扩域链 a 


Q CZ V^) = F 2 C ： F 2 ( V^) = F 3 CZ … 


C=F,(^/7j = F S ^CR, 


其中 4 6 是实数域 R 的子域，而、 6 F s ^ { . 特别该提一下的，当 

« = 17,这些自然数 义 都等于2,因而实数 a 17 ,6 17 可用圆规直尺作出，也就 
是说，正十七边形是可以用圆规直尺作出的. 

以上简单回顾了 Galois 以前的工作. . 

下面我们利用前面详细讨论过的 Galois 基本定理来介绍完整、完美地解 
决五次方程不能用根式解的问题，但由于篇幅限制，仍将略去证明. 

首先给出根式解的定义.它是我们心目中根式解的数学刻画. 

定义 8.1 设 F 是特征0的域， / U ) 6 Fix ] 是一个 w 次多项式，设 H 
是 F 上 /( x ) 的分裂域，若存在 F 上的扩域链 


F = F.id,) - F 2 ^F 2 (B 2 ) - … e F s ($ s ) = K ， (5) 

其中 = d,e 是自然数 ， 且 HQK , 则称 fix ) 可用根 
式解.并称 K 为 F 的根式扩域. 


该说一下的是，按此定义，则显然直接可得分圆多项式 〆 《 - 1是可用根 
式解的，这是和 Gauss 证明的 定理： 可用根式解中所用“根式解”的意义 
是不同的. 


F 的根式扩域 K —般不是 F 的正规扩域.然而可以证明（略去） ：若 K 是 


F 的根式扩域，则 F 的含 K 的最小正规扩域 K (若 K = FU ) 而《在 F 上的 


最小多项式是 g ( x ) ，则 K 就是 g ( x ) 在 F 上的分裂域）也是 F 的根式扩域. 


这样，不失一般性，在下面我们认定上面定义 (5) 中的根式扩域 K 是 F 的正规 
扩域. 

在根式扩域链 (5) 中，—般不是 F ; 的正规扩域，但如果我们假设域 
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F , 对所有正整数 n ，包含所有 n 次单位根，这时将是上^〜< 的分 
裂域，因而是 F , 上的正规扩域.下面为了简单,将认定 F 含所有《次单位根， 

v ^ e 2 + . 

这样，（5)中 K 是 F 的正规扩域， F , + 1 是 F ,. 的正规扩域 ，V L 
下一步来应用 Galois 基本定理，把域论语言刻画的 （5) 翻译成群论语言. 
为此我们需要下面命题（略去证明）. 

命题 8.2 设域 F 含所有《次单位根而 L 是域 F 上/ - d 的分裂域，则 
Gal ( L / F ) 是交换群.口 

对 F 的正规扩域——根式扩域 K 应用 Galo 1 S 基本定理，则有下面的对 
l^:G=Gal(K/F), 


F= F\ ^ ^(0 } ) = F 2 g … G FAR) = h Q … Q = K 

i i i t 

Oal (K Fi) 5 Gal(A F 2 ) 2 … D Gal ( 人 Vf; +I )]Gal (A ： AO 

ii li II II 

G = G x E> G 2 !>*.•> G /+ i !>..■> G - {e) 


其中 t > G 2 (也写成 G 2 <] G ,) 表示： G 2 是群 Gh 的正规子群. 
注意到 是巧 的正规扩域，对 F , 上正规扩域 K : 


F t ^ F l + 1 C K . 


应用 GabLs 基本定理，则知& + 1 是的正规子群，且有 


G t / G t 


GaKK / F ^/ GaKX / F ^!)^ Gal ( F (>1 / F f ) 


再据上面命题, G a l ( F , + 1 / R ), 因而与之同构的交换群.这样， F 的 

——正规扩域 K 的 GaKK / F ) 是具有特殊性质的群，这些群值得给 


根式扩域—— 

个反映其出身背景的专用名称. 

定义 8.3 称一个有限群 G 为可解群，如果 G 中有一子群链 






G , 


其中化 + 1 是 G 的正规子群,且商群交换群 
我们略去证明而给出下面 


命题 8.4 可解群的子群和商群仍是可解群. □ 

这样，上面的讨论说明，当 F 含所有《次单位根 ，V «，则 F 的根式扩域 
——正规扩域 K 的<^1 0 匕群0 3 1(1<//0是可解群. 

现在来看 /( x ) ^ F [: r ] 的分裂域 H 而假定 /(： r ) 可用根式解.这时依定 
义及上面的讨论，有 F 的根式扩域——正规扩域 K 使得 FG H ^ K . 注意到 
H 是 F 的正规扩域，故据 Galois 基本定理有 


Gal(H/F) ^ Gal(K/F)/Gal(K/H), 

即 Gal ( H / F ) 是可解群 Gai ( K / F ) 的商群，依上面命题，它也是可解群. 



§9 有限域的一个应用——编码 


-161 


总结一下就 是：在 F 含所有 n 次单位根 ，V W ，的假定下， /( x ) 6 FU ] 
可用根式解，则其分裂域 H 的 Galois 群 Gal ( H / F ) 是可解群. 

实际上，我们有下面更一般更完善的结果（略去证明）. 

定理 8.5 F 是特征0的域. /( x ) 6 F [ x ] 可用根式解当且仅当 /(_ r ) 
的（分裂域 H 的) Galois 群 GaKH / F ) 是可解群. 

下面来看五次方程不能用根式解问题.为此只需找出五次多项式 /( x ) , 
其 Gabis 群不是可解群. 

数域£上一般五次方程是指 

/( x ) = jr 5 4- a ! x 4 + « 2 t 3 + a 3 jr 2 + “41 + 二 0 ， 

其中 a , ,a 2 ,a 3 ,a 4 ,a 5 是多元多项式环，…， a 5 ] 中的无关不定元.这样 
/(■ r ) 是分式域 £：(& ，…，《 5 ) = F 上的多项式.可以证 明：此 /( x ) 在 F 上的 
Galois 群同构于对称群 S 5 . 另一方面交代群 A 5 是单群且非交换，故 A 5 不是 
可解群，随之 S 5 不是可解群.这就说明数域上一般五次方程不能用根式解. 

另一方面，可以证 明：有 理数域 Q 上五次多项式 * r 5 + 20 x + 16的 Galois 
群也是 S 5 , 因而五次方程 x 5 + 20 x + 16 = 0是不能用根式解的. 

有兴趣的读者请参看相应的参考书. 


§9有限域的一个应用——编码 

现代通讯技术以及电子计算机技术总是离不开编码理论的.在数字通讯 
中总是先把要传送的信息转换成数字信息.工程上最易实现的是二元数字信 
息,也就是由符号 o ， i 组成的长为《的符号串.用我们习惯的代数语言表述， 
这就是有限域 GF (2) 上的一个《维向量.例如下表中把空格，英文字母等信 
息转换成长为5的二元数字信息.在现代通讯技术下，很容易把二元数字信息 
从甲地经信道传到乙地.这样只要把信息源 J 转换成二元数字信息集 M ( J ) 
就可以传送了 .但信道是常被干扰的，也就是说，乙地真正收到的并不一定是 
甲地发出的.如何加工改造 M ( J )， 使得乙地能根据已收到的，可能包含错误 
的符号串在一定意义下判断出甲地的真正意图，这正是我们数学应该解决的 
问题. 
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信息 

% 

二兀数字信息 

空格 

00000 

a 

00001 

b 

00010 

c 

00011 

1 

• 

m 

9 

1 ♦ 

馨 

1 • 

i 

1 


撇开通讯理论的细节而突出数学实质.让我们在上述背景下讨论下面这 
个数学 问题： 

取定正整数^设 F = GF (2) 是二元域而用 P 1 表示由所有^维向量 a = 
Un ，…，〜），尖 GjFV = 1, …， n ， 组成的 Fin 维向量空间，称 P 2 的一个非 
空子集 M 为一个码，称 M 中的元素为码 M 的码字(在没有混淆时，常简称为 
码字），称中的元素为字.我们的问题是： 

C 1. 如何简单易行地构造一个码 M ? 

C2. 如何简单造一个码 M ， 使得我们能有效地判断，任意字 x ( 设想为乙 
地收到者)是否是 Af 的码字，即是否有 xGM (检错码)？ 

C 3. 如何构造一个码 M , 使得我们可以判断，一个给定的字乙地收到 
者)是来源于 M 中的哪个码字或者说这个给定字 d “最接近”，“最像 ” Af 
中的哪个码字，，而使我们可把 a 译为码字纠错码）. 

两个字的分量相同的愈多当然愈接近.例如，若 

x = (011010)， 

( 011011 ), 


y 2 = (111110)， 

字 x 和 h 只在第6分量上不一样而 x 和 h 在第1和第4两个分置上都不一 
样，自然地认定字: C 更接近字乂.如果码 Af 就是由组成，那么当乙地收 
到的是字 x 时，乙地应该认为甲地发来的是码字 h 而不是 j 2 , 而其根据则 
是: 数字正确地通过信道的概率比发生错误的概率要大一些.在此背景下我们 
给出下面 

定义 9.1 在 F " 中任取两个字并设 



…， x 



y = (: yi，％， …，％). 


规定 p ( x ,30 为 x 和中对应分量不相等的个数，即满足七关^的纟的个数， 
称之为 JC 到的 Hamming 距离，常简称为距离. 

这样 Hamming 距离是非负整数.容易证明下面 
定理 9 .2 _ P * 中的 Hamming 距离 〆 x ，_ y ) 有下列性质： 
l ^ p ( x y y )-0 当且仅当 x = y ; 
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2. p ( x , y )^ p ( y , x )； 

3. ( 三角形不等式）对任意尸，有 

p ( x , y ) + p ( y , z ) > p(x f z ). □ 

上定理 说明： Hamming 距离具有通常距离的所有性质. 

设 M 是尸的一个码， a 规定 

p(a , M ) - min ) p(a , x ) 9 x ^ M i , 

p(M , M ) = min \ p(x , y ) ,x 6 M,y G M 且 

并称 为码 M 的最小距离，而为字 a 到码 iVl 的 距离. 

问题 C 3 中的“最接近”，“最像”的数学刻画就是下面的 

最大似然译码 原理： 是一个码而 flGF ” （设想为乙地收到者）.若 

存在唯一的满足 条件 〆 a ， M )， 则我们将认定 a 就是码字 

，（即，就是甲地发出者）的误传，并将字 a 译为码字，. 

此原理是说，应把解释为与之距离最小的那个码字，.原理中的唯一 

性是重要的•.如果有 6， e € M ， 并且 


p(a ,b) - p(a ,M) = p(a,c), 

这时我们就不知道该把 fl 解释为码字6还是码字 C 了. 

定义 9.3 —个码 M 称作可纠正〖个差错的纠错码，如果对满足 
p ( fl ， M )< 〆 其意义是假设一个码字通过信道后最多在 r 个分量位置上出 
错)的字 fl ， 总有唯一的 ，6 M 使 〆 ^^^二^恥从广这时就可依最大似然 
译码原理把《译为码字 a ' 了. 

容易证明（利用 Hamming 距离的性质）下面 

定理 9. 4 若码 M 的最小距离 〆 M ， M ) = 2 f + i , t 是正整数，则 M 是 
可纠正 f 个差错的纠错码. □ 

这样，解决问题 C 3 的一个办法就是构造最小距离尽可能大的码. 

下面我们依次来解决上述三个问题. 

首先是问题 C 1. 把尸的一个杂乱无章的子集 M 当作码是不足取 的：只 
能靠列举给出它且很难研究其性质.选具有某种结构的子集 M 当作码显然 
是个好主意.首先想到的该是具有代数结构的码. 


定义 9.5 尸的一个&维子空间 L 称作线性码，或更详细一些， （ n , 幻线 
性码，此时 L 中的任一码字都是 P 1 中 A 个线性无关向量的线性组合. 

给定一 个 ㈠ ， 线性码 L 是一件轻而易举 的事： 只要在中选出々个 
线性无关的向量 A ，&，•••，&来就行了.设々 X n 矩阵 


G — 


犮 1 

曠 

• 


# 

、gk j 

\ 


gll 

8\2 … 

g\n 

g2\ 

S22 … 

Hln 

雩 》 » 

i 

i 

lgk\ 

gkl … 

Hkn J 


f 


( 1 ) 
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则 L 中任一码字可唯一地表成（以，《 2 ,…，且这种形式的向量 
都是 L 中的码字.称矩阵 G 为码 L 的生成矩阵. 

对这个 U J ) 线性码 L 我们来讨论问题 C 2 .这也就是判断一个„维向 
Ma 是否属于子空间 L ， 或是否能表成 8 l ,-, g k 的线性组合.由线性代数（当 
然是指有限域上而不是数域上的线性代数）知，这是不难解决的.下面也许是 
最方便的一种方法.令齐次线性方程组 



G • 





gi 






o 

1 

1 

I 

0 


(其中 — 的转置向量）的解空间为，它是的一个 

n - k 维子空间•取 L * 的一个基沁 = U ; l ，/ i , 2 , …，圮„)，| = 1， - 々，而设 

(n-k)Xn 矩阵 


H 


h { 

• 

• 


▼ 

• 

h n - ^ j 

• 


h 

h 


11 


21 


h 


kA 


h 

h 


12 

22 


f l n-k，2 


♦ » ♦ 


h ln 

厶 2" 



( 2 ) 


由线性代数知 ，尸 的向量当且仅当 H * a T = 0, 这里 0 是零向量.这样， 


对任意字 flGF 1 ， 只要计算一下，根据它是不是零向量就可判断 a 是否 


是 L 中的码字，对 UJ ) 线性码就顺利地解决了问题 C 2 .称矩阵 H 为码 L 


校验矩阵. 


的 


当然，一个线性码 L 的生成矩阵 G 和校验矩阵 H 不是唯一的.我们每次 
只是取定一个 G 和一个 

现在来讨论问题 C 3 .从上面的讨论知，这里最重要的事是计算线性码 L 
的最小距离 〆 £，£). 

设 aGF 1 ， 规定 a 的重 W ( a ) 为 a 中非0分量的个数.这样， W ( a ) 取值 
非负整数而零向量0的重 w ( o)=o .易知 


p ( x 9 y ) = W(x - y ). 

这样，注意到线性码 l 是子空间，因而对减法是封闭的，便有 

p ( L ， L ) = min \ p(x 9 y ) = W(x - y ) 9 x L 9 y ^ L,x ^ y \ 

= min ! W ( a),a € L 且 

也就是说计算线性码 L 的最小距离只需数一数 L 中非零向量的非零分量的 
个数就可以了. 

设 U >) 线性码 L 的生成矩阵 G 如 （1) 而校验矩阵 H 如 (2) .我们已知 a 
^ L 当且仅当 a T = 0. 若用表示矩阵 H 的个列向量而 a = 
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(<3 2 ，"、〜），则 H • a T 二0,的意思就是 

+ G2 a 2 + …+ a n a n ^ 0 

如果列向量中任意 S 个都线性无关，则 a , 中非零个数就不能小于或 
等于 S 即 W ( fl )> s . 若又知列向量 «!，•,«„ 中确存在^ +〖个线性相关向 
量，比如说是前5 + 1个，则有 

1 • a ! + 1 • »2 十 •■• + 1 + 0 • «, + 2 + … 十 0 • = 0 , 


而这说明 

b - (1，1，…，1，0,…， 0) G L， 

即 L 中存在码字6有 W ( d ) = s + h 总起来，在上面约定的条件下，有 


(0( 乙，乙 ）= 5 十 1* 

在上面我们是选定生成矩阵 G 以确定一个线性码 L . 其实我们也完全可 
以先选定校验矩阵而依 aeL 当且仅当 H * ti T = 0 来确定一个线性码 L . 
这样，选定 (2) 中的矩阵 H ， 满足 条件： a ) H 的《 - A 个行向量线性 无关; 

个列向量中任意 s 个都线性无关，而有 .9 + 1 个列向量线性相关（即 
H 的列秩为 s ), 则以 H 为校验矩阵的 （《 4) 线性码 L 之最小距离为5 + 1，因 
而它是可纠 f (如果 s = 个差错的纠错码. 

关于编码问题的一般讨论就到此.下面来看一个例子. 

例取 F 4 中所有2 4 - 1 = 15个非零向量，以它们为列向量按某个顺序排 
列起来便得一个4 x 15矩阵.如果取自然顺序，即是正整数 f 的2进制表示放 
在第 /列处 ，则得 



0 0 
1 1 
0 1 
1 0 


0 1 
1 0 
1 0 
1 0 


1111 
0 0 0 1 
0 110 
10 10 


1 1 
1 1 
0 1 
1 0 


1 

1 

1 

1 


显然 Hi 的秩为4,因而 H 的4个15维行向量是线性无关的，即满足上面条 
件 a ).//, 的15个列向量中任意两个都不相同，注意到域 GF (2)， 便知它 
们是线性无关的.另一方面 Hi 的前三个列向量是线性相关的，总起来便有 H 
满足上面条件1)),且 8 = 2,随之得以为校验矩阵的 （15,11) 线性码 M 的 
最小距离为3,由前面结果知 ， L t 是一个能纠一个差错的纠错码. 

L { 中的码字 a 恰是满足 = 0 者.由 H , 的前三列线性相关，故有 


(1,1，1，0，“、0)61^，由 & 的第2,3,4列线性无关，故有（0,1，1，1，0,…， 0) 

现在用另一顺序来排列 F 4 中这15个非零向量.考察有限域 GF (2 4 ) .依 
本章中命题 3. 5,此域15个非零元素组成一个乘法循环群.今找出此循环群 
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的一个生成元及其在 F = GF (2) 上的最小多项式 f ( x )， 由域论知， f ( x ) 的次数 
是 4. F 上一次多项式只有 x 和1，而不难知道 F 上的二次不可约多项式只 

有一个，就是 x 2 十 x + I 只要一个 F 上4次多项式不被这三个多项式整除，它 
就是 F 上不可约的.经试算得 x 4 + x + 1是 F 上不可约多项式.这样 GF (2 4 ) = 
F ( a)，ot 是 x 4 + x+l 的一个根，艮 P 

a 4 + a + I = 0,亦即 a 4 = a + l . 

这个元素《是 （ GF (2 4 ) \ 0, •） 这个循环群的一个生成元码？为此要看一下 a 
的幂是否穷尽 GF (2 4 ) 的所有非零元，今计算如下(把出现的/都换成 1): 

4 1 

a = 1 十 a ， 


a 



( 1 + a)a = 



a 6 = (a + a 2 )a = a 2 + a 3 ， 

a 7 = (a 2 + a 3 )a = a 3 + a 4 = 1 + a + a 3 . 

如此计算下去，若令(1,^« 2 ，《 3 )，则得 

a 15 = a 0 = o(1000) T , a 1 = «(0100) T , a 2 = a(0010) T , 

a 3 = o(0001) T , a 4 = o(1100) T , a 5 = a(0110) T , 

a 6 = a(0011) r , a 7 = a(U01) T , a 8 = a(1010) T , 

a 9 = a(0101) r , a 10 = a(1110) r , a 11 = o(0111) T , 

a 12 - a(llll) T , a 13 = a(1011) T , a 14 = o(1001) T . 

注意到元素 l ， a ， a 2 ， a 3 在 F 上线性无关，上表中，除 a 15 = a G = l 外， a 的不同 
幂彼此也不同，这说明 a 是15阶循环群 （ GF (2 4 )\0, O 的一个生成元.同时 
也看到 i ，0< f <14, 的坐标向量穷尽了 F 4 中所有非零向量. 

今把 F 4 的15个非零向量按照它所相应的 a 的幂的顺序排列之,便得校 
验矩阵 


1 oooiooiioioii r 
” 010011010111100 

2 001001101011110 ^ 

0 0010011010111 1 > 
如果把 y 和它的坐标向量等同起来，也可把 h 2 记作 

= (I y a f a 2 , a 3 , a 4 f a 5 , a 6 , a 1 , a & , a 9 , a 10 , a 11 , a i2 , a i3 f a 14 ). 

现在看一下以为校验矩阵的（15，11)线性码 L 2 中的码字.设 

a = …， 《14， a 15)6 L 2 , 

贝！1 / fy T = 0, 这也就是 

a 1 • 1 + (^2 • a + (^3 * a 2 + …+ a \4 0 a 13 + a 15 • a 14 = 0. 

用 a 乘上等式两侧，并注意到 a 15 = l ， 便得 
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a 15 # 1 + ^21 • a + ^22 • a + 没 3 • a + …+ a \3 m a 7 a 14 


+ a 


而这个等式意味着 


H 2 . , a Ui a l4 


T 


0 


此式说明 


a 14 



( a l 59 a l 9 a 2 ,-^ a l 3 , a H )^ L 2 . 


一个线性码 L 中的每一码字，经循环排列后（也就是把每一分量向后错一位， 
而把最末分量放在第一位置上）得到的字仍是 L 的码字，就称 L 为循环码.这 
样，我们知道 L 2 是循环码. 

循环码是好码，是技术上容易实现的码. 


在上面我们已看到（1，1，1，0,…，0)€1^而（0，1,1，1，0,…，0)§ ，故 
L l 不是循环码.理论上 M 和 L 2 是“同构”的码，实际上它们是由一些不同的 


材料（向量)组成的，实用中有的好用有的就差一点.这里 L 2 比 M 好.称码 
L 2 为 （15 ， 14) Hamming 码.它是 R , W , Hamming 在1950年给出的第一类纠 


错码. 

编码理论是现代通讯理论与基础数学高度结合的一个领域,是基础数学， 
特别是抽象代数的最直接而又非常深刻的一个应用.上面的简单介绍中，已显 
示有限域，以及其上的向量空间、矩阵、多项式理论是非常有力的理论和工具。 
进一步的讨论还将涉及有限域上的代数几何等.应该说，编码理论已成为近年 


来常提到的“数学技术”的一个组成部分. 

对编码理论感兴趣的读者可参看相应的参考书. 


练习 

1 ■给出（2 3 - 1，2 3 - 1 - 3) 二 （7,4 )Haniming 码. 

2. a ) 设 U ，* ) 线性码 L 是一个循环码.令 

I 二 | a 0 + qjr + atx 1 + … + a n ^ix n ^ x ， （ A € L | 

把 J 看作商环 GF (2) U ]/(?- l ) 中的子集（即把 / U )6 J 看成是陪集 / U ) + (xi 
1))，则/是此商环的一个理想. 

b ) 设 J 是商环 GF (2) U ]/ U W -1) 的一个理想.令 

L = | (❸，〜，…， a n — ! )， a 0 十 qjc 十…+ 〜一！/ -1 + ( jr M - 1) 6 / | ， 

则 L 是一个（《， * ) 线性码且是一个循环码. 

本章习题 

1. 设 [ F ( a ) : F ] 为奇数，则 F ( a ) = FU 2 ). 

2. 设"二二求在 Q 上的极小多项式.问 Q (/0 与 Q ( d 同构否？ 

3. 设 / C / F 是域扩张， L 是中间域， / C 是 F 上的代数元，且 a 在 F 上有极小多项式 
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/ Kx )， 若 p ( x ) 是 L 上的不可约多项式，证明 F(a) (1 L 二 F . 

4•设有域扩张链 E f E / L 是代数扩域， L / F 是代数扩域，证明： £/ F 也是 
代数扩域. 

5.设 K / F 是扩域，求证下面条件是等价的. 

1) K / F 是代数 扩域； 

2) 满足条件 FG A G K 的 K 的任意子环 A 是域. 

- 6.域 F 的代数扩张 K 的单 F - 自同构必是自同构. 

7•设域 F 的特征不是2, £/ F 是扩域，并且 [£ : F ] = 4. 证明：存在一个满足条件 F 
[ I [ E 的 F 的二次扩域/的充分与必要条 件是： £ = FU )， 而 a 在 F 上有极小多项式 

x 4 H- ax 2 + b . 


8.设 K / F 为有限次扩域，且 L ， H 为中间域，使得 L ( H ) 二 K ， 证明 ： [K : < 


[H : F ]. 


9 .设 /( x ) 


+ X 3 + JC 2 + X +1^ Z 2 [ X ]. 求证 


l )/( x ) SZ 2 [: r ] 内是不可 约的; 


2) 设 a 是 /(x) 在2 2 的某个扩域内的一个根，则 Z 2 ( a ) = GF (2 4 ) 且 a 不是15阶 
乘法群 （2 2 U )\ |01, •) 的生成元- 

10.构造一个有9个元素的域，并且给出它的加法及乘法. 


11. P 为素数，且设 a 6 GF(/0. 证明： x ’ — x - a 在 GF(/0 上可约. 

12 . 令: r 3 - a 6 Q [: r] 是不可约多项式，而 a 是 jc 3 - a 的一个根，证明： F(a) 不是 r 3 
- a 在 Q 上的分裂域中. 

13. 设 pph , …， p r 是广个不同的素数，且£ = …， vTr )， 求 Gal(E/Q). 

14. 设域 F 的特征不为3, K 是域 F 上一个三次不可约多项式的一个分裂域, 证明: 
Gal ( K / F ) 同构于对称群 S 3 或交代群 A 3 , 
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§1代数簇 


在本章中我们讨论一个代数 对象: 复数域◎上 n 元多项式环 A = C [ t ,, 
…，1„]，它是一个有1的交换整环，是唯一分解环；以及一个几何对象： 

O n = I (c t ,c„) | V c/ € 01, 

称之为 n 维仿射空间，其元素，••• 〆 „)称之 为点； 和这两者之间的联系.为 
简单计，令，= ( A ， …，: r „) 而把 A = ◎[: r ! ，…， * r „] 中的多项式/(々，•••， 

• r ，,） 记作 /(_ r ). 令（=€ 0% 而把 /( Cl ，…， q ) 记作 /( c ) .当 

/( c ) = 0 时称点 c 为多项式/的一个零点.任取有限个多项式 /, U ,， …， jc „) 
€ A , ? = 1，…， m ， 而考察联立方程组 

f/Jx!, … ， X”） = 0 ， 


Jm (工 \，…，工 n ) = 0 


的解的全体，也就是 f '， …， f m 的所有共同零点的全体 v (/! ，…， / w ) g 0 K , 
这是一个非常重要的问题.这个问题也把环 A 的有限子集丨力，…， / J 和仿 

射空间 cr 的子集¥(， ，… ，/ ' w ) 紧密地联系起来. 


如果所有/,是 X 


i 


工 n 


的一次多项式，则由线性方程组理论我们知道 


職 f ” …， f m ) (当它不空时)是 C 上；1维向量空间0〃 的一个子空间 V 的陪集 


a 


, a n ) + V •当 


m 


n 


2或3时，即只讨论一个方程 f { x ^ x 2 ) = 


0或 f ( x ^ x 2 ^ 3 ) = 0,且当多项式/的次数是2时，这 V (/) 就是我们在解 
析几何中研究的二次曲线和二次曲面.对于一般情况可以想象 v (_ a ，… ，九） 
是一个很复杂的数学研究对象，由于/,的非线性性，虽然 ¥(/, ，… ，九） 是 

的子集，但◎-向量空间0” 中的算法（加法和数乘）对它没有什么意义了. 

…， /,J 是内容丰富，深刻的代数几何的主要研究对象.本书中只能作极 


初步的介绍. 

定义 1.1 设 J 是 A 中的一个任意（不一定是有限的）子集，称 J 中多项 
式的共同零点集 V ( J )， 亦即 
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職 ]): k e ©M v /ejj(c) = oi, 

为一个代数簇(或简称簇）.就是说的一个子集 v 被称为代数簇，如果存在 
J G A 使得 V = ¥( J ). V ( J ) 常说成是 J 的零点集. 

命题 1.2 1)设乃 g g A , 则 ¥(；!> 3¥(/ 2 ). 

2) 设 J 是 A 的子集 ， J = ( Jh 则有 V ( J ) = ¥(/). 

证明 1) 是显然的.今证 2) .任取 g G / = ( J ), 则由理想 I 的定义，有 

g ^ 贫 i/i + …+ gJi . v fj ^ je a, 

因而 ¥( J ) 中的点（即 J 中多项式的共同零点）也必是 g 的零点，随之 ¥(；)£ 
V (/). 另一方面 ， J G /，根据 1) 有 V ( J ) QVU )， 故得 V ( J ) = ¥(/).□ 

上命题是说，在讨论代数簇时，用理想 I 去代替子集 J ， 我们没有任何损 

失. 

下面将把代数簇这个几何对象与一个代数对象——理想对应起来，可把 
它看作是圆、椭圆、抛物线、双曲线与二元二次多项式间相互对应的深化，也可 
看作是另一类 Galois 对应 ：在不 同类型的对象之间建立漂亮的对应关系. 

定义 1.3 设 U 是仿射空间0” 的一个子集，规定 

id/) = i/e a | v c e u ,/( c ) = os, 

即 hu ) 是以 i / 中所有点为零点的一切多项式的集合. 

容易证明： KCZ ) 是环 A 的一个理想，以及当 Ui £ C / 2 时，有 \( U { ) ^ 
UU 2 ). 由上面这两个定义，我们得到下面的两个 对应： 

Mcr 中的所有簇 | 一 + | a 的所有理想 | (1) 

V ' ~~ - 1( V )； 

V :| A 的所有理想} 一- - ICT 中的所有簇丨 （2) 

I * ~~ ^ ¥( J ). 

B 和 V 是 一一 对应吗？ 丨和 V 是互逆对应吗？为此先看 
命题 1.4 

1) 对任意簇 V = V ( J ) 有 V (_( V ))= V ; 

I 

2) 对任意理想/,有 l ( V (/)) ^ I ； 

3) 对任意理想/ = \( V ), 其中 V 是簇，有 KV (/)) = /. 

证明 1) 依 V 的定义，显然有 V (_( V . 另一方面，设 V = ¥(/), 

则易见 K V ) 3 I . 于是 V ( l ( VO ) Q V ( I ) = V ,故 V ( I ( V )) = V . 

2) 是显然的. 

3) 已知 f = K V )，由 1) 知 V (/) = ¥( I ( V )) = V ,随之 !(¥(/)) = 
1( V ) = I . □ 

I = KV ) 的意 义是： J 是以簇 V 中点为零点的所有多项式的全体，尽管 



以簇 V 中点为零点的理想不是唯一的，然而 J 是包含所有这些理想的那个理 
想，即是有此性质的最大的那个理想.为引用方便，我们引人 

定义 1.5 称 A 的理想 J 为 V -理想，如果 J = 1( V )， V 是簇. 

下面我们将看到，并不是 A 的所有理想都是 V -理想.这样欲使 l , V 是 
一一 对应，互逆对应，需对其定义域或值域进行修正如下. • 


® ■ I V} - |O n 中所有簇丨 一-的所有 V — 理想 s = m 

V • ~~- 1( V )； (3) 

V : U 丨=的所有 V - 理想丨 一- |0 n 中的所有簇丨二丨 VI 

I * ~~- V (/). (4) 


综合上面的讨论便得 

定理 1.6 A = 0[: t !, …，： t „] •令 

Ui- = jA 的所有 V - 理想丨+ 中的所有簇 I =丨 VI 

如 (3)(4) .则有 

1) V ( I ( V )) = V ，其中 V 是0” 中 的簇； 

2) _( V ( J )) = J , 其中 J 是 A 的 V - 理想； 

3) V ， 丨是 -■对应且是互逆对应； 

4) 若 V ” V 2 € 丨 V }且 h Q V 2 , 则 l ( V !)3 K V 2 )； 

5) 若 hJ 2 e \ I \ 且 A C J 2 , 则 ¥(6)2 V ( J 2 ). □ 

如果说人们利用 Galois 基本定理中的 Galois 对应(扩域 K / F 的中间域集 
与其 Galois 群的子群集之间的 一一 对应），用较容易控制的有限群去研究扩域 
K / F 的性质，则现在上面定理中所提供的对应¥,1,将帮助我们用较容易控 
制的理想论(代数理论)去研究簇(几何对象）的性质.在下面两节中将对此作 
极初步的讨论. 

下面是一些简单的例子. 

容易证明理想 (0),( x 1 - c 1 ,-, x n - Cn ) (注意到它是 A 的极大理想 ）， A 
是 V -理想.我们有 

|/[二 1 V [ 


(•Tj 


1，…，工》 


( 0 ) 

C n ) 

A 


. 


0 s 

(ci 


0( 空集）. 


在本节末我们想介绍一下关于0上多元多项式组成的联立方程组的“代 


数基本定理”—— Hiibert 零点定理，为此我们从 V -理想入手. 
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命题 1.7 V - 理想 J = 1( V )， V 是簇，满足 性质: 对任意 A ， 若/ 
的一个幂 r € /，则/€厂 

证明若 r e / = i(v )， 则对任意 c e v ， 有 ( f( c )) m = 0, 随之 
V c € VJ { c ) = 0,依 1( V )的定义知 /G 1( V ) = J . □ 

定义 1.8 设 J 是环 A 的理想，规定 


// - i/e ai/ 的一个幂 r e /{， 

易见且 VI 也是一个理想.称为理想 I 的根理想.称 J = /!的理想 
I 为根闭理想. 

这样 v - 理想是根闭理想.显然不是所有理想都是根闭理想，例如 
(( x , + I ) 8 )就不是根闭理想，随之，也不是 V -理想. 

下面我们给出 

Hilbert 零点定理 设 i 是 A = ◎[々，…，的一个理想，则 l ( V (/)) = 


v7. 


Hilbert 零点定理（弱形式） 设 J 是 A = Oki ，…， x „] 的一个不等于 A 
的理想，则 V ( I ) 不空. 

上面这两定理的证明以及它们互相等价的证明，都略去.有兴趣的读者请 
看相应的书. 

Hilbert 零点定理对于代数几何的重要性和基础性相当于代数基本定理 
之于一元代数方程式论.后者是说 ，一 个复系数正次数一元多项式（即可能有 


根的多项式）必在复数域0中有根.现在让我们回到本节初的联立方程组 
(*), 它的解集就是 y ( h ， …， f m ). 我们已经知道 

M 、 fl ， … ， fm、 = V((/i ， 

如果理想 （/! ，…， / OT ) = A ， 即有 A 6 A 使 


幺 l/l + …+ gmfm 


f 


此时当然 （* ) 根本不可能有解 . Hilbert 零点定理（弱形式）是说，只要 



(/! ，…， / J ^ A ， 即是联立方程组 （*) 可能有解时，则 V ( J ) 不空，即方程组 
(* ) 在中有解.在可能有解时，肯定必在 0( 或 ) 中有解，这就是代数基 

本定理和 Hilbert 零点定理所作的重要结论. 

作为 Hilbert 零点定理的一个直接推论，我们还有 ：根闭 理想是 V -理 
想.这样，有了 Hilbert 零点定理之后，根闭理想和 V -理想就是相同的概念 


§2 Hilbert 基定理 


在上一节中我们再一次地看到环的理想这一概念的重要性.这一次是和 
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重要几何对象——簇相联系而出现的.以前，它曾和环的同态相联系，以及和 
代数整数分解相联系而出现过两次.同一概念在不同的场合中都出现，这说明 
理想这一概念的内涵丰富多采. 

本节我们给出环 A = ◎[々，…，七,]的理想的一个重要性质： A 的每一理 
想都是有限生成的.这个有广泛影响的 Hilbert 基定理是代数几何的另一基 
石.首先讨论此性质的一个等价形式.为此引入 

定义 2.1 R 是有1的交换环，称 i ? 为 Noether 环，如果对 i ? 中任意递 
增理想链： A 是 R 的理想 

h G 6 … Q C … ⑸ 

必存在正整数 N 使得 



/ 


N+2 


常把此性质说成理想链 （5) 在有限步上停下来. 


例域 F 上一元多项式环 F [: r ] 是 Noether 环. 
设厂是 F [: r ] 的理想且 




■ ■舞 






设 Z = 0 则易知（证明！） J 是 FU ] 的理想.但 F [: r ] 是主理想整环，故 I 

n - \ 


( Hoc )). 注意到 z 是诸 L 之并集，故 /( a ：) 必属于某一 jt n . 随之便有 

((/U))q = (/U)), 


即证得 （/( i )) = I N = I N+1 : …口 

命题 2.2 设 K 是有1的交换环.及是 Noether 环当且仅当 R 的每一理 
想都是有限生成的(有限生成的理想也常说成是有有限基的理想）. 

证明 1) 设1?是 Noether 环.若 K 有理想 J 不是有限生成的，则在 J 中 
必有无限多个元素： q ， a 2 ，…，，…，使得 

(«i) ^ (ax,a 2 ) ^ (a l 9 a 2 ,a 3 ) 屯…屯 (q ，…， O 孟 … 

这与 R 是 Noether 环是矛盾的，故 J ? 的每一理想有有限基. 

2) 读者仿照上例的证明思路去证明另一方面 .□ 

Hilbert 基定理域 F 上 n 兀多项式环 F [ x \ ，…，: r n ] 是 Noether 环. 
它是下面命题的简单推论. 

命题 2. 3 设 R 是有1的交换环，且是 Noether 环，则 R [ x ] 也是 
Noether 环. 


证明 依上命题，为此只需证明，环 R [ x ] 的任意理想 J 必有有限基，即 
有/中的一个有限子集 ， a 2 ，…， | 使任一 a € J 有 


^ ^ g\d x + + g n a n , 

其中 A 6 i ?[ x ]. R [ x ] 中任一非零元素 a 都可唯一地表成 
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a 


t 


TtX + 


» ♦ • 



其中 r, € #0.把 a 的次数 Z 记作 deg a，a 

首项系数 r, 记作 CLTU). 

今考察下列尺中集合 


的首项 r〆 记作 Z/TU)， 而 


h = I CLT ( a ) I deg a = ^ , a € / I U 101 , 


即八是 J 中所有 A 次多项式的首项系数以及 0 组成的集合.注意 f 是尺[1] 
的理想，从而易知4是环 i ? 的理想.依尺是 Noether 环，每一理想 A 是任 
意非负整数，都有一个有限基： r k ， x , …， r k ， m . 注意到4的定义，知必有 J 的是 

k 

次多项式使得对任意/，有 CLT ( a k “） = r k ，卜 并且对 J 中任一是次多项 
式以，由于 （ XT ( q ) e 故 CLT ( a k ) 必可表成理想4的有限基的线性 
和，即 

CLT(q) = r! • 〜 …, n € R ， 

k k 

随之 


b = a k ~ ( r x • a kA + ••- + r - ) € / 

* k 

是 J 中一个次数为 A - 1 的多项式.如果对 6 代替 q， 重复上面步骤（即用 
ma Sti 的首项系数去“消去”给定多项式的首项系数），最多有限次后，必得 


r k%l 


々，1 + …+ r k ， m 


a ^ k + 


• • • 


+ r 0J • «(),! + •.，+ r 0 , mo - a 0 ,m 0 - 

上面讨论说明 J 中所有次数小于等于某固定 A 的多项式，都可通过 J 中 
有限集 G k = \ a Stt H ^ s ^ kA < i s < m s \ 线性表示.但 J 中元素的次数是 

可以任意的.下面 k 们想办法处理这种情况.考虑尺中子集 

J = \ CLT { a)\a € /[ U |0| , 

即 J 是 J 中所有多项式的首项系数的集合(含 0) .今证 J 也是 K 的理想. 

设 u，v e J . 依/的定义有 

u = CLT ( a ) ，v = CLT(b ) » a , 6 G I ■ 

令 deg a = s,deg 6 = f ，则 ax f , bjc s 仍在 I 中，且它们有相同的次数 s + £， 这 
样 a : r z + 6 〆 € J .故 

u ± v = CLTia ^ ± bx s ) ，或0， 

随之 m ± i ； 6 J .又若 r 6 € J ， 则显然有 r « 6 J . 总起来，就知 J 是只 

的理想. 

由于尺是 Noether 环，其理想 J 必有有 限基： 依 J 的定 
X , I 中必有元素〜，•• •，‘ 使得 CLTU ) = 为醒目计，不妨 

认定诸 deg 心相同，都是 f (不然的话，可对一些 a , 适当乘以的幂）. 
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任取 J 中兀素 a ，其 deg a = t + s > t , CLT ( a ) € J , 故它必可表成 J 的 
有限基的线性和，即有 

CLT(a ) = /j j m ] + + h m u rn , hj 6 R- 

这样 a ' = a 一 (hijr s * a\ + **• + h m x s • a m ) ^ / 且 deg a ' < deg a — 1 . 女口 

果仍有 deg 〆 > 则对 〆 重复上面步骤（即用诸 a , 的首项系数去“消去”， 

的首项系数），最多这样重复 s 次，必达到 

b = a - ( g x • a x + ■•- + g m ' a m ) ^ I , 

其中所有的 A € i ?[_ r ] 且 deg 6 < / . 这就是说，对 J 中任意次数多项式 a ，可 
利用 J 中有限个元素…，的线性和把多项式 a 的次数降到小于而 J 
中次数< / - 1多项式又可如上面通过 f 中有限集的线性和表示出来. 
这样理想/有有限基 Ui ，…， U □ 

Hilbert 基定理 的证明显然域 F 是 Noether 环，依上命题得 F [ x ] 是 
Noether 环，随之 FkdUd =打巧 ，_ r 2 ] 也是.再用一下归纳法就得定理的 
证明. □ 

如果比较一下我们过去对 Fix ] 是主理想环的证明和上面命题的证明， 
或可使我们对后者有“似曾相识”之感，即 Hilbert 基定理的美妙证明思路（用 
一 些多项式的首项去消另一多项式的首项）已在 F [ jc ] 是主理想环的证明中 
可以察觉到. 

HUbert 基定理是说 FUi ，…， 的理想有有限基，但并没有把它们找 
出来，它是一个“理论上”的存在定理.关于它有一段史话. P . A . Gordan 
(1837—1912) 在研究不变量理论时需要对多元多项式环的理想证明它有有限 
基，在1868年他用一个既长又复杂而极富技巧的计算方法对二元多项式环的 
一个给定理想，找出它的一个特定有限基，之后，很多数学家按 Gordan 的计算 
路子去考察一般 n 元情况，由于太复杂而未获成功.忽然 Hilbert 在1888年发 
表的一短文，证明任意 n 元多项式环的任意理想都有有限基.这件事很难被 
接受，特别当时数学界对存在定理的理解只 是：只 有当你找到它，它才是存在 
的.有人怀疑 HUbert 基定理是否是数学.反应最强烈的当然是 Gonkn , 他说 
这个定理证明似乎和神学中证明上帝的存在很相似 ， “Das ist nicht 
Mathematik.Das ist Theologie ” （这不是数学，这是神学）.当然，今天数学界对 
纯粹的存在定理和构造性存在定理都早已接受并都已习惯了. 


§3代数簇的分解 


在§ 1中我们建立了下面的 一^ 一 ^对应: 
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m = m 的所有 v - 理想丨+1中的所有簇丨=! vi , 

显然丨 U ! (其中£是指 v -理想之间的包含关系）和 H VI ,£丨（其中 Q 
是指簇之间的包含关系）都是偏序集，而对应 v , D 是这两个偏序集之间的反同 
构对应.这两个偏序集还是格.我们只给出关于 I ! VI , 是格的证明，而把 
利用 v ， d 是反同构对应来证明 H 门， e 丨是格的工作留给读者。为此只需证 
明 U 是簇，即两的簇并集是簇，以及 R n v 2 是簇，即两个簇的交集也 
是簇.证明的一个子集 V 是簇，依定义，需证有使得 v = v ( s ). 今 

证 

命题 3.1 设 V , = VC / i ), V 2 = ¥(/ 2 ),其中^，^是 A 的理想•则有 

1) n v 2 = V (/! + / 2 ) = ¥(70(1 ¥(/ 2 ); 

2) v t u v 2 = va t / 2 ) = vu, n / 2 ) = va,) u v(/ 2 ) ； 

3) 两簇之并集或交集都是簇. 

证明 i ) 若 c = ( Cl ，…， c „) e Vi n v 2 ，则 c 6 e v 2 , 随之 

对任意 G ^ l，/2 G Z 2 ， 有 fi(c ) =■ 0 , f 2 ( c ) = 0 , 因而 （A + / 2 )( C )= 
flic ) +/ 2 ( c ) = 0 十 0 = 0,即 c e ¥(/【+ h ). 反过来，若 c € V (/! + I 2 ), 

则对任意 /【 e /, c / ，+ i 2 j 2 e i 2 ^ ii + h ， 有 MO = o ， f 2 ( c ) = o , 

即 c e vud 且 c 6 v(/ 2 ), 随之 c g v ( h ) n va 2 ) = n v 2 ； 

2) 先证 Vi u v 2 = ¥( 1 ^ 2 ). 由于 h 2 Ah ， 故由定理 1.6 

有 

= VC / i ) Q va ^ z ), V 2 = V (/ 2 )^ VC / j /2), 

随之有 v , U 另一方面，设 c = ( Cl ，…， c „)€ vUdj 而 c 各 

V ,, 则必有 c e V 2 . 这是因为，此时必有 / 6 l !，0 ^ f ( c ) € 0. 任取 g € 

h , 则由关于 c 的假设知 f ( c ) g ( c ) = 0,随之 g ( c ) = 0,这说明 c G V ( I 2 ) 

- v 2 . 总起来 就得： V! u v 2 = y(i t i 2 ). 

注意到 1 J 2 ^ h n h , i = 1,2, 再依定理 1 , 6 ,得 V , u V 2 = 

v (/ 1 / 2 )^ v (/ 1 n / 2 )^ v I u v 2 ，即 v (/ I / 2 )= v ( j 1 n / 2 ). 

3) 是 i )，2) 的直接推论. □ 

这样，我们知对应 VJi 是格 lULei 与格丨之间的反同构.因 
而可自然地把它看成另一个 Galois 对应. 

现在来讨论簇的分解.先引入 

定义 3.2 1) 称非空簇V为不可约的，如果V不能表成两个非空簇 R 
# v ， v 2 尹 v 之并 U V 2 , 即是说，若 v = V.u v 2 , 则 V = 或 v 
= v 2 . 否则，则称 V 是可约簇. 

2) 称V -理想 i 为不可约的，如果 J 不能表成两个 (根 闭）理想。，/ 2 之 
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交，其中 f , 參 h ， i t 幸二 i ，2, 即是说，若 j h n j 2 , 则 I = l 或 I = 
i 2 . 否则就称/为可约理想. 

如果把簇(理想）比作整数，把“并”（“交”）比作数的乘法，则不可约簇（不 
可约理想）相当于素数，空簇 （A ) 相当于单位± 1，算术基本定理的对应物将 
是把一个簇分解成一些不可约簇的并，或是把一个理想分解成一些不可约理 
想的交，而本节开始时的讨论说明后两者是关系密切的. 

下面我们用 Hilbert 基定理来证明簇分解的存在性. 

Hilbert 基本定理是说 ：理想 升链在有限处 停止. 把它翻译到偏序集 
II VI , cf 上去，这就是下面 

命题 3.3 簇降链 

VA V 2 ] V 2 u … ⑴ 

必在有限处停止，亦即存在 N , 使得 


V 


V 


N+1 


证明 由簇降链 （ i ), 得理想升链 






依 Hilbert 基定理，存在 N 使 


i ( V N ) 


1( V 


N + 1 


) 


#« • 


再用 V 把它对应回去，便是 




V 


N+i 


• * • 




设有 V ，它是一个非空簇，且 V 不能表成有限个不可约簇的并，我们希 
望由此得到矛盾.显然 V 本身不是不可约的，这样 v = w t u W 2f 非空簇 
W l ^VJ = l ,2 t W l 中必有一，比如说是 Wi ， 不能表成有限个不可约簇的 

并，否则将与对 V 的假设矛盾.设 V , = w x ^ v , 而对 V ,重复对 V 的讨论， 
这样将得非空簇 v 2 ^ ，且\^ 2 和 Vi (以及 V )有同样的性质.这样继续讨 
论下去，便得无限降链 


v 2 尘 … 




• • • 


这和刚证的命题是矛盾的.这就证明了下面 

定理 3.4 (簇分解的存在性定理）任一非空簇 V 都可表成有限个不 
可约簇 的并： 


v = r U V 2 U … U (2) 

其中每个 V ,是不可约簇. V 的表示 (2) 当然不是唯一的，例如可让％重复出 
现多次而得 V 的另外一些表示.称 V 的分解 (2) 为最简分解，如果 （2) 中任意 
V ! 都是不能去掉的. 
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定理 3.5( 簇分解的唯一性）设非空簇 V 有两个最简分解 


v = Vi U v 2 U • 

其中 v ,,% 都是不可约簇，则 

1，2,…， 


U V , 


= w ! u w 2 U … U W w , 

且对 w , 适当重编号后有％ 


W 


证明任取某一 比如说是.由 W , £ V 得 

Wl = w t n v = ( w t n v t ) u (% n k ) u … u ( w , n v „), 

由于是不可约的，故必有 /. 使 

w, = w x n v, q v,. 

对 V , 进行同样讨论，则必有），使 

V, = v ; n ^ C W n 

这样 Wi G G %.但 V 的两个分解都是最简分解，不同的 w , 是不能有 
包含关系的，故 = 1, 而= V,. 对进行上述讨论，便有 W 2 =V Jt R 
易见.如此继续下去便得定理的结论 .口 

可以说，有限交换群的唯一分解定理完全地刻画了有限交换群的结构，因 
为那里的“基本构件”是，阶循环群，而它的结构是清楚的.但这里，簇的唯一 
分解定理只是把对簇的研究归结为对不可约簇的研究，虽然这是重大的步骤， 
但对簇的研究却远没有完成.因为不可约簇仍是一个很复杂的对象，下面我们 
只限于看一下，不可约簇 V 对应的理想 \(V) 是个什么样子. 

引理 3.6 若 U 是 A 的理想， J 是 V -理想且 V(J) = V (乃 ，则 


证明由 V (/) = VU )， 得 IV ( I ) = IV (7). 由于 J 是 V -理想，故有 
IV ( I ) = I . 另一方面 l ( V (/))2 J , 这是因为丨 ( V (/)) 是在 V (/) 上取零值 
的最大的那个理想，而/只是在 V ( J ) 上取零值的一个理想.总起来便是 J = 

IV (/) = iv (/) □ 

命题 3. 7 / = 1( V)，V 是不可约簇，是素理想. 

证明今用反证法，而设/不是素理想.这样必有元素 a e a\ ub e 
A \ I 而 ab € I . 此时 im h = I + ( a ) J ^ 1 2 = / + ( b ). 注意到 J 是 
F - 理想，依引理，有 

V, = V(j t )^ V(/) = = 1,2. 


随之 K U V 2 e V. 另一方面，由于 M e J ， 易得 hh^l . 再依命题 1.4, 
得 


V - V(/)Q va,j 2 ) = V( h ) u V(/ 2 ) = V,u V 2 . 


总起来，得 


V = V.U V 2 ,V! 7^ V, 
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这和 V 是不可约簇相矛盾，故 J 是素理想 .口 

一个自然的问题是，上命题之逆是否成立，即是否 A 的任一素理想 J 都 
可表为 J = l ( V )， V 是不可约簇.回答是肯定的，但其证明要用到 Hilbert ^ 
点定理.利用 Hilbert 零点定理的结论： !¥(/) =力，我们很容易证 明：在 
◎ [ A ，…， : r „] 中 V -理想和根闭理想是等价的概念（这一点前面我们已经提 

到过 ） . V -理想是借助于簇而定义的概念，不太好掌握，而根闭理想则完全 
是一个纯代数（即只用环的语言）的概念，是易验证的.作为习题，读者不难证 
明下面两个命题. 

命题 3.8 A 的素理想必是根闭理想（再依 Hilbert 零点定理，也是 V - 
理想）. 

命题 3.9 A 的素理想必是不可约理想. 

由上命题便得命题 3.7 之逆是成立的. 

这里顺便指出，利用 Hilbert 零点定理不难证明： A 中的极大理想是且仅 
是形如 ，: r 2 - c 2 , ••- , x n - c n ) 的 理想. 这种形式理想一定是极大理想 
是很容易证的，然而另一方向的证明则需要 Hilbert 零点定理. 

在第三章中我们曾看到在一些场合中素理想、极大理想的出现.在这里， 
在环 0[ Xi ，…， x „] 中我们又在新的场合中看到它们.这说明这些概念是重要 
的和有力的. 

§ 4 Grdbner 基 

在以下各节中我们介绍计算代数几何的一个 基石: Grdbner •基理论. 

在域 F 上一元多项式的理论中有重要的 Euclid 算法（对给定一元多项式 
/(^)和 g (_ r )， 可按一定步骤计算出商式 <?(•!•) 和余式 r ( x ) ) ，在域 F 上 ;I 
元线性方程组的理论中有重要的 Gauss 算法<(对给定方程组可按一定步骤计 
算或算出其解或得知它无解）.无论在理论上还是计算上它们起着巨大的作 
用 . Euclid 算法可以说是关于环 F [ x ] 的， Gauss 算法可以说是关于 F 上《维 

向量空间尸的.那么它们在《元多项式环 F [:^，…， x „] 中的相应物该是什 
么呢？ 

下面这个简单而要害的问題引发出计算代数几何 ：在域 F 上 n 元多项式 
环 R = F [: ^，…，: r „] 中给定 m 个多项式心，…，^，以及/,求出一算法（即 
按一定规则进行的有限次计算程序）而能判断/是否属于理想 （ A ， …， g w )， 
这就是说依据算法去计算，或者得出1?中多项式，…，9；„使/ = + …+ 

，或者得出 结论： /不可能表示成这种形式，就像 Gauss 算法之对于线性 

方程组那样. 
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对比一元多项式的 Euclid 算法，自然想到用 gl 
多项式情况讨论 “ 带余除法 ”. 我们就从这里人手 . 


g m 去除/，即对多元 


带余除法 ” 的本质是用除式的首项去消被除式的首项，因而要对单项式 


引入一个序 . 只 




Fla：, , 




] 中的单项式集设为 


S 


X i 1… 


'其中 


X 




), 


(« 1 , ••• ,d„) y 


V 7 , a, e Z + U lo 


设丨 S ， < 丨是一个序集，即 IS, 是一个偏序集，且对 任意 : r'y G S, 
或 / < 或 ^ , 亦即 S 中任二元素都是可比的 . 考虑到 “ 带余除法 ” 

的需要，我们还要求 < 满足下列 条件： 

(a) 若 e S , 则有 x a 

(b) <SS 的良序，即 5 ； 的任意非空子集 M 总有最小元，即存在 a G M 
使得对任意 6 G M 有 a ^ b . 

为确定计可取 S 的字典序：先规定 &> 々 >〜> ^ ，然后对 S 中的两 

个单项式 oc a , 按字典序排序，即当 a = (a t ， … ， a„)，0 = (A ， … ，氏）时规 

定？〉 / 当且仅当 a ,. = A , i = 1,2,… J - 1 而 q > 爲.直接验证易知字 
典序符合上述 U) ，（ b) 两个条件 . 

这里我们立刻指出，和一元情况不同的是，当 P < /时并不一定总有 
■2^|*r a ， 即 i 〃不一定能整除： r a • 例如 x 1 2 jc 2 3 -^3- 2 '4 5 < q 2 *3 ： 2 3 *r 3 2 :r4 ， 但 

JT | 2 X 2 3 ^3^4 3 ^^l 2 -3 ： 2 3 ^3 2 - 3: 4 - 另一方面 ，当 / < 〆 ，肯定 P ，这是和一元 

情况一样的 . 

除算法在环 i? = F [^， …， ^] 中讨论， F 是域 . 取定 S 的序 <. 

(1) 用一个除式 g 去除 / 的程 序：若 g 的首项 L ： T( g ) 不整除/的首项 
LT(f), 则计算 终止； 若 LT(f) = LT(g) - € F, 则令 = 

f~a,x^ - g， qi = q/s 再对除式 g 去除，重复上面步骤，直至 


9t = + + , f t = f - q t • g ， 

或 /, = OmLT ( g )^ LT ( f t ), 此时计算终止•此时 /= & ^g + r , LT ( g )^ 
LT ( r ) 或 r = 0, 称 r 为 g 除 / 的余式. 

(2) 用 m 个除式 U ,， l < ml 去除/的程序:先给定 m 个除式一个 
先后顺序，例如排列为 gl ， g 2 , …， g „, (当然也可把 g 3 排在第一位）.依程序 
⑴用 A 去除/，最终得/ = q n • g-i + r n ;再用去除 r u ，得 r u = 
Q12 • g2 + r l2 (随之， / = q n - gi + q l2 - g 2 + r u ) ，这样继续下去，直至用 

g „, 去除 得 l = Qlm - gm + (随之，/ = Qll •尽1 + …+ q 1 m g m 

+ r lw ) . 然后翻转回去再从心开始，用心去除 r lTO ， 如此反复下去，直至/ = 

+…+ H + r , 且 r = 0或对任意 i , 有 LT ( g t )^ LT ( r ). 此时计算 




终止.而称 r 为在给定序 <下 ，除式按 a ， …，顺序排列去除/时得到的余 

式. 

上面算法用计算机的程序语言可表达 如下： 

除算法程序 HEDPOL 



divisionoccurred : = false 

while i ^ s and cfivisionoccurred = false do 

if LT(a-) I LT(c) then 

a ( •— a t + LT(c)/LT( 

c ：= c - (LT(c)/LT(p i ))p i 

divisionoccurred : = true 
else i: = i + 1 


if divisionoccurred = false then 
g : = g + LT(c) 
c ' = c - LT(c) 

end REDPOL 


如果按除算法得到的余式 r 是“唯一”的，就好了.可惜这是不成立的. 

例 在 Q [: r ，： y ] 中，： r >： y ， 取宇典序，用 g { - j：y + I , g 2 = y 2 - I 去除 

/ = xy 2 - x . 先按顺序 gi , g 2 去除/，依除算法得 

/=>•&+() •尽 2 + (— :r — ： y )， 

且 LT(g x ) = x - LT (- 工 - y) 9 LT(g 2 ) = y 2 卞 -x = LT (- x - y 

再按顺序去除/，依除算法得 

/ = 工 • g 2 十 0 • 尽！ + 0, r = 0. 
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/时，是不唯一的，因而我们无法依余式 r 关0而去判断/不属于理想 （ a ， 

尽 2). 


为了判断是否 /G ( A , …，“）而去用 gl ，… ，“去除/，这时我们还有 
一些有利条件可以利用.•可以扩大除式队伍，在幻，…，义„上，再添加有限多 
个形如 


心1 • + ••• + h mgm € (尺 1，…， 尺…) 

的除式，然后去除 /. 一方面用此扩大的除式集去除/，若得 r = 0,仍知 
/€ ；另一方面，除式多，除式的首项也多，能够整除的单项式也 


多，能使除算法继续施行的机会也就多了，而有可能避免上例中的尴尬局面. 

最理想的境界是在理想/ =(仏，…，仏,）中找到一组生成元&， …， h " 
即 j = ( h ，…，~)，且 j 中任一多项式#的首项必被某一心的首项整除.若 
是，当 /e /时，注意到依除算法用 h ，…， h t 去除/时在每一步骤中所得到 
的余式 r 也都属于 J ， 因而除算法将永可执行直到最终 r = 0. 反之若/$ L 
则当然最终的余式 r ^ O . 这样依除算法去计算，根据余式 r 是否为0,就可判 
断是否/ 6 ( hi ，…， h t ) • 


定义 4.1 设 f 是域 F 上多项式环 FUi ，…， x „] 的非零理想，并取定单 
项式序 <.若 J =(尽 1 ， …， g f ) 且对任意/ 6 / , 必有 f 使 LT(g,) | LT(/) ， 
则称/的生成元集 i ，…， A 丨为 J 的一个 Grdbner 基. 

W. Grobner 是奥地利代数几何专家，他对其学生 B. Buchberger 提出本节 
开始的那个简单而要害的问题，后者在1965年完成的博士论文中肯定地解决 


了它，而称之为 Girdbnei * 基以表对其老师的尊敬.而早在1962年日本代数几 
何专家 H . Hironaka 也在发表的文章中提出这一概念，并称之为理想 J 的标准 
基，但只是在 Grdbiier 基在计算代数界中引起广泛注意后，人们才发现日本人 
的工作. 


如果回顾一下 Hilbert 基定理，特别是它的证明，我们不难在理论上说明 
理想的 Gr 6 bner 基是存在的. 

设 I 是环 JR = FUi ，…， x „] 的一个非零理想.令（对于取定的单项式序 

O 


LT ( I ) 


jLT(/),/e /}. 


它很像在证明 Hilbert 基定理时曾考虑过的一个理想.然而现在的 LT ( J ) 只 
是一些单项式的集合. 


命题 4.2 S Q F [ 


J , S 是由一些单项式组成的集合.则必有 


有限个单 项式了 


， T t 使得⑻ = ( T lf -, T t ). 


证明注意到 （ S ) 是由一些单项式生成的理想，故 （ S ) 中每一多项式都 
是这些单项式的倍式的和，因而若/€ ( S ), 则多项式/的每一单项式也都 
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属于⑸ • 

由 HUbert 基定理知，有/! ，…， /々€ ( S ) 使得 （ S ) = ，…， h 、, 设这些 
多项式中的所有的单项式为 T ” …， T ” 则由上面的说明便得 
( S ) = ( T 1 r -, T t ). □ 

定理 4.3 ，…, x n ] 的每一理想 J 都有一个 Gr 6 bner 基. 

证明考虑单项式集 LT ( I ) 生成的理想 ( LT ( I)h 依上面命题有 


(LT(/)) = (T 


， T t )， 


( 1 ) 


其中这些1；都是单项式.注意到，一方面 T , 必是单项式生成元集 I / T ( J ) 中 
某个单项式的 倍式； 另一方面，作为理想/中多项式的首项集， LT ( I ) 是关于 
取单项式倍式封闭的，即若了€ 1/ ra ), 则对任意单项式 M ， T * M 也属 
于 LT ( J )， 故有对每个 i ， 有 T , 6 LT ( I ). 随之依 LT ( I ) 的定义，必有 g , 6 
I 使得 LT (&) = 

由 （1) 我们有，对任意 r e 必有/使得： t ,| t , 亦即对任意/ 6 

/，必有 / 使得: nlJL ： r (/). 

这样 g ; ，1 < f f ,具有性质： 

⑴ f f I C / ； 

( ii ) 对任意 / 6 I ，必有 / 使得 LT (幻） UT (/). 

为了证明 g , , 1 ^ i ^ f ,是理想 Z 的 Grobner 基，只需证 f = ( g ^ ，■- 




gt)- 


为此利用除算法，在取定的单项式序 < 下，用 & 去除任意取定的 

/ € J . 注意到以， •• •，私和/都在理想 J 中，因而用除算法所得到的余式 r 必 
也在理想 J 中.由性质 ( ii ), 若 r 关0,则必有/，使 LT ( g / )| LT ( r ), 故除算 
法的计算终止时，必是 r = 0. 随之/ = Qigi +…+ qtgf 这就证明了 / = 


从上面讨论中我们还得到 Grdbner 基的另两个彼此等价的 定义： 

定义 4.4 设 J 是，…，1„]的非零理想，取定单项式序<.若 

1) I = (以 ，…， 仏） 且 uni )) = a ： r ( gl )， …， m &〉〉， 或 

2 ) ^ /且 a ： r ( j )) = ( i / r (幻），…， ltu ))， 

则称 I 发|， …， 丨为理想 J 的一个 Grdbner 基. 

显然理想 jT 的 Gr 6 bner 基不是唯一的，因为在 J 的一个 Grdbner 基上再添 

加 J 中有限多个元素，结果当然仍是 J 的一个 Gr 6 bne r 基.为了节省计算时 
间，也为了在 J 的所有 Gr 6 bne r 基中选择一个最好的，我们引人下面 

定义4..5设！幻，…，&丨是 FfjTi ，… ，* r „] 的理想 J 的一个 Grdbner 基， 

若它满足 条件： 

1) 所有 g , 的首项系数都是1; 
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2) 对任意 /， L ： T ( gi ) 各 (LT( gj hj 辛 ； 

3) 对任意 f , g < 中的任一单项式不被 LTXgj ) ，1 ( j < t ， 整除 • 

就称 丨尽 1 ,…， 私丨为 J 的一个简约 Grdbner 基. 

从 J 的一个已知 Grdbner 基出发，不难把它改造成一个简约的 .1) 是容易 
作到的，关于2)，如果， LT( gl ) e ( LTU 2 )， …， Lr (私）），则必有 f 关 1 ， 
LT(g t )\ LT( gl ) (这个事实我们在前面已用过了），这样，把 gl 拿掉，仍有 


arU 2 ) ， … ， LTU)) = aT(A) ， LTU 2 ) ， … ， LTUJ) = (LT(/)). 


依定义 4.4,2) 知 I g2 ，…， A 丨是 J 的 Grobner 基.所以在给定的 Grobner 基中 
依上面方式把可以拿掉的都拿掉，就得到满足 2) 者.至于 3 )， 如果，例如 ， gl 
的某一项（当然不是首项）被 LT( g2 ) 整除，则可用 g 2 消去& 的这一项而得 
g\ - qgi » 依定义 4. 4,2) 不难看出 （gi - qg 2， g 2 r'' ,g t ) 仍是 J 的 Grobner 


基.根据上面的说明，读者不难给出一个把已知的 Gr 6 b ner 基化成简约者的算 
法. 


命题 4.6 理想 J 的简约 Gr6bner 基是存在且唯一的. 

证明 J 的 Gr6bn er 基是存在的（定理 4.3), 因而上面的讨论说明简约 

Grobner 基也存在. 

为了证明唯一性，设丨尽1 ，“‘，容《丨和都是 J 的简约 Grobner 
基.由于 g ! € J , 故必有，使 LT (/ i ,)| LT ( gl ). 同样，必有 〖，使 
LT ( gl )| LT (/ i ; ). 随之有 LT ( gi )\ LT ( gl ). 据简约性 1)，2),由之便得 gl 

= g , 和 l/r ( gl ) = LT ( h } ). 这样继续作下去，并对\重新编号，可得 i s 
RLT ( gi ) = LTih ^ A ^ iKt . 今考察 gl -幻 € J， 心，幻的 首项相同而 
被消去.而依简约性3)，^，幻的其它项都不被 JL：T(g,) = JLTU,) 整除，^ = 

1,2, . 随之若心 - # 0，则心 - A : 的首项也必不被 LT ( gi ) = 

LT ( hi ) 整除， i = 1,2,".，f, 这和 ，1 < f i I ，| \ ，1 < s = ti 是 

Grdbner 基矛盾.故必 h . 同理对每个 / ，有 = /i,. □ 

在用简约 Grdbner 基 gi ，…， g t 去除/时，我们也可对余式 r 提出类似上 
面简约性 (3) 的要求:余式 r 中的每一项都不被 JLTXg,) 整除，；=1，2,…， f. 
这时我们便有了余式的唯一性. 

命题 4. 7 I，…，私丨是理想I的简约 Grdbner 基，/ e F[xi ，•••，:*:„]. 

若 

/ = 91^1 + **• + 秘 t +。 

/ = < i\gi + ■•- + qSt + 

其中 r 和，中的每一项都不被 L7X &) 整除，/ = 1，2,…，“则 r =〆. □ 
需要提一下的是，这里我们不能指望商式 ％，1 ( i < t ， 的唯一性. 



§5 Buchberger 算法 


185 


再总结一下:我们选定单项式序 < 后，如果能对给定的理想 J 具体找出 
它的简约 Gr 6 bn er 基，则随意排定除式顺序后，依除算法，就能判断/是否在 I 
中 :余式 r = 0,则/ G J ， 余式 r #0,则/ $ J . 

应该说，只是当除式集是一个 Gr 6 b ner 基，除算法才是有力工具. 

这里的一切算法，概念都是在选定的单项式序 < 下进行的.不同的序对 
计算的快慢和计算的结果都有本质的影响.对此本书中将不作进一步分析.只 
限于再介绍几种可用的单项式序.设 S = jx°,a = ( ai ，…， aj ， a ,. € 2 + U 

lo | 1 规定 UI = 

1 

S 的分次字典序 x a > :/，若 Ul > li 3|， 或丨 al =|浏时依字典序 a 

>足 

S 的分次反字典序： r a > Y ， 若 | a | >丨/?|或 | cr | = |卢|时 (2 -卢= 
( a , - I ，…， a „ -扎) 最右非0数是负的. 

§5 Buchberger 算法 


本节将给出由 F [ Xi ，…， x „] 的理想 J 的一个给定生成元系 Ui ，- 


去计算 J 的一个 Gr 6 bner 基的算法. 



理想 J 的一个生成兀系 G = Igi , …， g s 丨和 J 的一个 Grdbner 基的差距就 

在于后者提供“完备”的首项 LT { h t ) f l^i < “亦即 （ LT (/ i,),l < i < 

- ( LT (/)). 因而把生成元系 G = Igi ， …，丨扩大成为一个 Gr 6 bner 基的 
一个自然想法，就是对它添加能提供新首项的 J 中元素（亦即形如 <? lgl +… 
+ q £ s 的元素），而从 G 中任二元素 g ,., &消去首项而得到者该是获得这样多 
项式的最简单的方法. 


由于 F 是域，不失一般性，不妨设&的首项系数都是 i . 

设 LT ( gi ) = x a y LT ( gj ) = • r #， 单项式 ， x 〃的最小公倍式为 P 二 
• r a : r ° = W , 其中 y = (7 i ， …， y„)，h = maxU ,， A )， 〆=y — a = 
(ri - « i ， …，- 〜）， 〆=y - /? = (yi - A ， …， m „). 为了消去 g ,， g 】 
的首项，最经济的方法就是考虑 

s ( g, ， gj ) = / 仏 - x^gj. 

这里顺便该提到的，如果不用最经济的方法，即考虑 mi8i - m jg ) ，其中, m , 

是单项式，有品）= LT { m } gj )^ x \ 因而仍能彼此消去首项，此时当 
M m t g t - THjgj = m 'S ( g ^ gj ), 其中 m ' 是单项式，而 LT ( m ’ S ( g t ， gj )) < 
LTCm ,^,) = LT ( m } gj ). 
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约定: 虽然单项式序 < 只是定义在单项式集上，为了方便,也可扩大到带 

非0系数 c 6 F 的单项式，而规定 ，若/ < V ，我们也说< dJ ， c，d 为 
F 中非0元素. 

t 面这个特殊的由 gi ， g] 消去首项而得的的方法也蕴含了由 
gl ，…， g w 消去首项而获得新多项式的一般方法，即有 

命题 5.1 设的首项系数都是 1. m t = /⑺是 系数为 
1的单项式，且对每个 z •，有 LTim ^ g ^ = x d . 若 f = c t m iSi » 其中对每个 

i 

i ， 有 q e F ， LT (/) < P ， 则 

s - 1 

f = 

i 

其中对每个 f ，有 LTidim ^ Sigi ，& + 1 ) ) < /， < € F 且 m 〜是 系数为 1 的单 
项式. 

证明 由假设 LT ( migj ) = j : 5 而 LT ( f ) < x s 知，在和^ 品中所有 
Citn ^ 的首项 （ = c〆 ） 是彼此消去的，故必 Cl 十 c 2 +…+ c , = 0. 再注意到 

命题前的说明，我们有 

I 

/= Yj c i m iSi = ^ m 2 g 2 ) + ( c { + c 2 )( m 2 g2 "- m 3 g 3 ) 


+ …+ (ci + + c s ^ 1 )( m s ^ 1 g s ^ } - m ^ 5 ) + (<:】 + •" + 

= d x m\S(g l ,g 1 ) + ( 貧 2 ， g3 ) + …+ d^im\^ x S{g^ x ,g s ). 

其中 4 + c 2 +…+ c, € F ， m\ 是单项式，且对每个 I ， 有 


LTid^iS(g t , g^i)) < LT(f) = x d . 口 

将把依除算法用&，•••，&去除/所得余式 r 记作 r(/| gl ，…， &). 下面 
定理给出理想 J 的一个生成元系是一个 Grdbner 基的判断准则. 


定理 5.2 G - \ gir -, g t l Q FUi ， … ， xj ， 取定单项式序 <.则 G 
是 f = (G) 的一个 G r 6bn er 基当且仅当对任意 i ， j ， 有 


riSig^gj)] g lt — ,g t ) = 0 . ( * ) 

证明 若 G 是/的 G—ner 基，由于是仏， g, 的线性和，随之属 


于 J， 故由 Grdbner 基的性质及除算法，即得 （* ) 成立. 

今设 （* ) 成立，往证 j 以，…，仏丨是 J 的 Grdbner 基. 


(* ) 的意义是，依除算法用 & 去除 S(〜 a ) 时余式为零,注意到 

在除算法的过程中，商式和除式乘积的首项永远不会大于被除式的首项，故 
(*) 成立意味着有 


S ( gi . gj ) 


t 



QijkSk 


( 1 ) 
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且满足性质 ( P ): 对任意 i ， j ， k ， 有 

LT (^)< LT ( S ( g ; , g ; )). 

值得强调一下的是，既然 e /,永远有（1)，但能有性质 （ P ) 却是 
(* ) 成立的结果. 

下面用反证法来证•设存在 f e I , 有 （ B ): LT ( f ) $ ( LT( gl )\l < 

i 《 t ) • 


由 / 6 


(&，•••，¥/)， 则 / 可表成 SV 的线性和，可以有许多不同表达 


式，取其一，设为/ 


XI ， C 1 € F ， 而认定多项式 hi t gi 的首项系数都是 


L 设 i / ra 私），1<纟<“中之最大者为 


此时必有 LT (/)<: r % 否则与 


( P ) 矛盾.多项式/的每一表达式都如上对应一个单项式，这些单项式中必有 
最小者(根据单项式序 < 的性质 ( b ))， 不妨就设为 x ' 下面将利用 （* ) 而得 


/的另一表达式，它对应的单项式土 
适当重新编号可认定 LT ( h lgt ) 


< ?，因而得出矛盾. 

= x s ,1^： I ^ s f LT ( hjgj ) < x s ,s + 


j < r 令 LT ( h t ) 


t ^ s , 今计算 


f 二 “ 



Ylt € i m iSi + 






+ S ! + 1 c/ijgj 



根据前面命题 5.1 以及 （1)， 我们有 


s 


5 




St 1 式饥 ( 見， g, + i) 


tQi , i + 1, kSk 


显然方括号 [ 


srs> 


] 2 中每一项都小于/ 


S s-l ? / t 

1 dim U “ 
0] 3 - 


i + i^kSk 


中的每一项也都小于/， 


这是因为，利用性质 ( p ). 


w' 必， ! +1 , 必 ）< LT(m 〜 S(g“ 心 0) < LT(migi) 


再注意到/ 


] 3 + [ ] 2 ，这样便得/的一个表成 g 


1 


A 线性和的表达 


式，而此表达式中的每一项都小于/，这和/的选择是矛盾的，因而对任意 


/e j ， 都有 z / r (/) eaTU ) i；i <!•<，），即^，…，仏|是/ = 

仏 ） 的 Grdbner 基 ■ □ 

这个定理是说，如果 S ( gi ， gj ) 提供不出新的首项的话，那么 G 


(S 


这个定理是说，如果 S ( gi ， gj ) 提供不出新的首项的话，那么 G = ! gl ， 
••* fg t 1就是 I = ( gi ，…， &) 的 Grdbner 基.这个结论是有力的，它将给出一 
个计算 Grdbner 基的算法.这个结论也是意料中的 ：读者 该会有同感的，想从 
这些&得有新首项的多项式，自然会想到因而考虑说明 S (^,^) 
的一般地位的命题 5.1, 有了命题5.1，那么定理5,2就是一个可作为猜想的 
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命题了，上定理的证明是初等的，简单的，也是很巧妙的. 


由给定的 G = | g ! , 




8 




] ，取定的单项式序 <，可如 


下去计算 


(g 


\ 


y 


g m ) 的一个 Grobner 基••把不等于零的 r ( S(g , 


g i g / € G 都添加到 G 集中，得 

G u U(S(g，g )|G) 关 0|g，〆 e G !， 

把此扩大了的 G 集，仍记作 G 而重复上面步骤.最后达到一个比最初的 G 


\gir- 

gj ) I g \ 


g m \ 扩大了的 G 




gl ， …， 心， 


• mm 


，仏 丨，而对这个 G 


r ( S(g 


，仏） 


0对任意成立，这时依上面定理， G , 就是理想 


(G ,) =⑹ 


(g 


1 


g 


的一个 Grdbner 基. 


用程序化语言可叙述如下 


Input 


F = (/!，•••，/；) 


Output - a Grobner basis G 二，…， g t l for 


I ~ ( F ) with F ^ G 


Repeat 


G 


G 


For each pair \ p ^q \ 9 p ^ q in G Do 
:= r(S(p,q) I G') 

If r 7^ 0 Then G : = G [J \ r 


Until G 




G / 


从理论上讲上述算法中的迭代过程应在有限步停下来，因为当 dG 
时 

( LT ( g),g € GO ^ ( LT ( g) t g e G ), 

而依 Hilbert 基定理，这个重复过程不能无穷地继续下去. 

这个算法（以及改进的算法，以使计算更快更好）在文献中被称作 
Buchberger 算法.除算法，以及 Buchberger 算法合在一起就完全解决了给定的 

多项式/是否属于给定理想 J = ( gl ，…， g m ) 的问题.它是计算代数几何的一 
个基石.在一些软件如 Mathematics ， Maculay 等中都有专门设计好的程序实 
现这个算法，因而计算 Grobner 基是方便和容易的.当然也有发生长时间计算 
而计算机给不出结果的情形.虽然原则上应“在有限步上停下来”，但时间过 
长，计算机存储小，在“实际上”也有时是不能实现的. 

在有关代数几何的一些计算或理论问题上， Grdbner 基都显示它的力量. 
在本节最后，作为例子，我们回到本章开始解髙次代数方程组问题. 

在 ◎[ A ，…， JT „] 中考虑联立方程组 
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，…， a) 


0, 


⑵ 


(1卜…，: c „) 


0. 


我们拟用消元法来求解，即在 gl A + 


« • « 


+ gj m 中找出含未知量尽可能少的 


(/l ， … ，九） •令 J 


I n 0 [x 


务+1 


多项式来•设理想 z = ( fv ， f m ) • 令 4 j n o [ x ^ +1 ，…， & ] • 易知 a 是 

环0[：*^ + 1 ，…， JT „] 的理想， h 是由 J 中一切不含变元 A ，…， A 的多项式组成 
的.称 h 为 J 的 A 次消去理想.例如，如果我们找到 4 m 中的元素，那就是说在 
形如 # l/l + … + Smfm 中找到一个只含 A 的多项式- 


环 + 1 ，…， JT n ] 的理想，是由 J 中一切不含变元 


定理 5. 3 (消去定理) 

取作字典序而令 
基.令环 A & = F [: ^ + 1 ，…， . 


J 是 A 




F 


♦ ■攀 


> x n .设 G 


，…， i m ] 的理想，把单项式序< 

I 客 1 ，…， A 丨是 J 的一个 Grdbner 


+ 1， 


J ， 


h 


I f ) A kt 


G k 


G n A 是•则 h 


( G ) 且 6^ 是环 A * 中理想 4 的一个 Gr 6 bner 基， 1 < A < n - 1. 


证明为直观计，我们来证明是 


2的情况.欲证 J 


( G 2 )， 只需证明 


任意/€ “ 必有 LT ( f ) € ( LT ( g) tg e G 2 ). 由于 G 是 J 的 Grdbner 基，而 

/e j 2 c /,故有 lt (/) e a : r ( g),g e g ), 即 lt (/) 是某个 g e g 的 

首项 LT ( g ) 的倍式.另一方面，由字典序以及仏的定义知 


G 


( G \ GO U (G 


G 2 ) u g 2 , 


其中 G 


G , (可能是空集）中的多项式的首项必含 


了 1 


G 


1 


G 2 (可能是 


空集）中的多项式的首项不含:^但必含: r 2 . 又注意到 /G J 2 , LT (/) 不含& 
和，合起来便得 LT (/) 只能是 G 2 中某个多项式 g 的 LT ( g ) 的倍式，亦即 
LT ( f ) € ( LT ( g), g e G 2 ). 依 Gr 6 bne r 基定义知 G 2 是 J 2 的 Gr 6 bne r 基，当 

然也有 J 2 = ( G 2 ). □ 

如果把这个定理应用到解方程组 (2) ,那就是:把多项式力，…， / TO 输人计 
算机，然后屏幕上显示理想 ，…， fj 的一个既约 Grdbner 基.如果用这些 
f t 真能消去变元&，…，^的话，你就能从这个 Grdbner 基读到，并且它们生 

成一切可能的这些不含 h ，…，:^的多项式，也就是说一个都不会漏掉.用下 
面两个例子结束本节. 

例1解高次代数方程组 


x 2 + y + z 
x + y 2 + z 
x + y + z 2 




1， 


在环 ©[ x ，; y , z ] 中，令 :r > ：y > z 而取字典序 < •令 


x 


+ y-^-z~l^j ： + y 


I yJ ： + y + z 2 - I) ^ 


计算机给出 J 的既约 Grdbner 基: 



• 190 • 


附录多元多顶式环(代数几何初步) 


g \ = x + y + z 2 ~ l , 

gi = y 1 - y - z 2 + z , 
g3 ^ 2 yz 2 + z 4 - z 2 . 


H4 


二 z 6 — 4 z 4 + 4 z 3 — z 2 . 


由 #4 = 之 2 (之 -1) 2 ( 之 2 + 2之 -1) 得贫 4 的根为 Z - 0 , 1 , - \ ± 42 . 

将 Z 值代人 g2 ，幻而得相应的: V 值，再把 “ 3 ；值代人 gl 可得相应的 x 
值.最后代入方程组检验后得到下面5 个解： 


( l ，0,0) f (0, l ，0)，(0,0, l ),( - 1 + 乃, — 1 + V 2 ，— 1 + 42 ) ， 

(- 1 -42, - 1 -n, - 1 -42). 

例2解线性方程组 




x 






Z 


W 


0 , 


3 x — 6 y — 2 z 
2 x — 4 y + 4vj 


0, 

0. 


在环 G[x ^ z 9 w] 中，令 j : > 3 ； > 2 ： > w 而取字典序 < ，令 

I — (x — 2y — z — w ,3x — 63 ; — 2z ,2x — 十 4w) , 

得 J 的一个 Grdbner 基： x -2 y - z - w f z + 3 wRl 的一个既约 Grdbner 基: 
x - 2y + 2w,z + 3w. 把它们写成矩阵形式便是 


1 

»2 -1 

-r 

1 

/ 

1 

-2 

-1 

-r 


1 

- 2 

0 

2、 

3 

一 6 

-2 

% 

0 


0 

0 

1 

3 

9 

0 

0 

1 

3 

2 

-4 

0 

4 , 

1 


0 

0 

0 > 


‘0 

0 

0 

0, 


1 •方程组 2. I 的 Grdbner 基 3. 1 的既约 Grdbner 基 

如果用 Gauss 消去法解这个方程组，则其正过程给出矩阵2,而全（正反) 
过程给出矩阵3.从这里看到 Buchberger 算法是 Gauss 算法的一个推广. 


§6 初等几何的机器证明 


我们处在计算机时代.在学习和研究数学时，除了一支笔一张纸外，如何 
使用计算机这个有力工具，是自然要考虑到的一个问题.这一节中介绍的初等 
几何的机器证明是这一方面的重要成果.这个问题由 Descartes 和 Hilbert 开 
始，而由我国数学家吴文俊在20世纪70年代把它推向高峰的. 

在这里坐标化再一次显示其威力 .Descartes 引入坐标系把几何和代数密 
切的联系起来.我们想再一'次强调的是：除了 Descartes 的坐标化，在前面已多 
次运用（广义）坐标化思想去把不同性质的对象联系起来，如对称与群，多项式 
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与其分裂域，多项式的分裂域与其 Gabis 群，代数簇与理想等等，并初步看到 
用群刻画对称，用分裂域去刻画多项式的根，用 Galois 群去研究分裂域，用理 
想去研究代数簇的力量. 

下面就在我们熟悉的（直观）平面几何及其解析几何的基础上，来讨论初 
等平面几何的机器证明，基本思 路是： 

(1) 把平面几何问题（定理）的“已知”和“求证”在某一坐标系下都翻译成 
为代数（多项式)关 系式； 

(2) 探讨这些“已知”中的代数关系式与“求证”中的代数关系式之间的因 
果联系而得出结论，这一工作应能由计算机完成. 

(3) 将此代数结论翻译成几何结论. 

(1)，（2)， （3) 的意义，通过下面两个例子就可看清楚了. 

例 1 Desargues 定理.如图 1. 已知 KK jj AB , AC f // AC , 

E'C // 和 AA ' 相交于 0; 求证： O 在 CC ' 上. 



图 1 

引入(仿射)坐标系如图 1 ，则可设各点的坐标 如下： 

A = (,0) ； A ' = ( m 2 ，0); 

B = (0, m 3 ); C = (“ 4 ， k 5 ); 

B = (0,X!); C = (x 2 »x 3 ). 

这里 Ui ，i = 1，2,3,4,5,是独立参数，而 x ; ，f = 1,2,3, 则可依已知条件 
而由诸 W ，确定.这也就是说 A ，仏^八’诸点，依题意，是可以随意选定的，而 
B '， C ' 两点，依题意，是随 A ， B ， C ， A ' 诸点选定而确定的. 

现在把几何条件翻译成代数关系式. 

已知： 

A'B' // AB <==> WiXi - «2 M3 = 0 ; 

A C // AC <=> ( «4 — M 1 ) x 3 - “5(工2 - «2) = 0 ; 

B C' // BC<=^ u 4 (xj, - j ： i) - (u 5 - u 3 )x 2 ~ 0 ; 

A ,B ,C 三点不共线 • — « J « 5 + « J « 3 - W 4 W 3 + 1 二 0 ， 
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求证： 0在 CC 上 U 4 J：3 ~ = 0 ' 

上面我们在已知条件中写进 “ A ， B ， C 三点不共线”，这一点很重要，因为 
在退化情形，即 A , J 3， C 三点共线时， Desargues 定理是可以不成立的. 

在多项式环 H[u I 9 U 2 9 Uj , U4 f f JO I , J ：2 » X3 ] 中，令 

fl = u x x x - U 2 U 3t f 2 二 ( U 4 - u x )x 3 - u 5 (x 2 - U 2 ), 

4 

h = “4( 了 3 一 11 )一 (“5 — 以 3):2 ， / 4 = - ^1^5 + - U 4 U 3 + 1 9 


g 


^4^3 ~ W 5 X 2 


这样 Desargues 定理的代数形式就是：若 

( u \ » u 3 ^ ^4? u 5 ^ ^ I — (“1,“2,“3，“4，“$,办1,62,63) 


是方程组 


L 


0, f 


1,2,3,4 


的任意一个实数解时，则此解也必使 g = 0 . 这是因为，利用这个实数解，按照 
上面几何-代数的对应法则，可得一如图 1 中的几何图形.而此时“此解也满 

.这就是说，欲证几何中的 Desargues 


足 


g 


0”的几何意义即是 O 在 CC 


定理，只需证明多项式 g 属于理想 ( fi ， h ， h ， f4 )， 而根据 Grdbno : 基理论, 
这一工作是完全可以由计算机完成的. 

下面是用 Mapk 软件计算时，在荧屏上显示的内容： 

> with(grobner ) ； 

[finduni , finite, gbasis, gsolve, 1eadmon, normalf, solvable, 
spoly] 

> F : = [ ul * xl - u2 ^ u3, (u4 - ul) * x3 - u5 * (x2 - u2 ) , u4 * (x3 — xl) 


(u5 - u3) * x2, 1 - ul * u5 + ul ^ u3 ^ u4 * u3]; 


F 


ul xl 


u2 u3 , ( u4 


ul) x3 


u5 (x2 


u 2)， 


u4 (x3 - xl) 


(u5 


u3) x2 ， 1 _ ul u5 + ul u3 — u4 u3 : 


> X 
X 

> G 
G 


xl ， x2, x3, ul ， u2, u3 ， u4 ， u5 ]; 

=[xl,x2,x3, ul, u2, u3, u4, u5] 

=gbasis(F,X )； 

=[ul xl - u2 u3,1 一 ul u5 + ul u3 - u4 u3,x2 u3 - u4 xl, 

$ 

x3 u4 - u5 x2, 


2 

x3 ul 一 u5 u2 — u5 u4 xl - u5 u2 + x3 + u3 u5 u2, 


2 

u4 xl 一 u4 u5 u2 + u4 u2 u3 + x2 ， 
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x3 u5 u2 - x3 + xl u5 x2 — xl u5 u2, 

2 


x2 u5 u4 xl 
2 


u5 o2 u4 xl + u5 u2 x2 - x2 x3 ， 


2 


u2 u3 - xl u4 u3 - u5 u4 xl — u5 u2 + x3 + xl, - u4 u2 + x2 ul ， 

2 2 2 

x3 u3 一 xl u5 ,x2 u4 xl 一 u4 u2 xl 十 u4 u2 u5 x2 — x2 _ 

> normalf(u4 * x3 - u5 * x2,G,X)； 


0 

其中以 > 起的行是输入，其它行是计算机的输出 . gbas ^ i ^ X ) 是求理想 

I = (/' l ，/ 2 ，/;，/ 4 )的 Grobner 基， normalf 是用 J 的 Grobner 基去除 g ，下面 
的“0”说明余式为0,即 g 6 J ， 因而定理得证. 

这样，对于几何中的所有“等式”命题，即在已知和求证中不出现大于或小 
于关系时，都可纳入下面一般解法中：在引人坐标系后给定几何命题的已知相 
当于/, = 0 , f , € R[ 〜，…， 《„] ， i = 1 ， …， w ; 给定几何命题的求证相当于 
g = 0 ( 如果求证多个结论，则可分解为若干单一结论的命题）.以上工作要我 
们来做.然后交给计算机去验证 g 是否属于理想 J = ( f it i = 1， …， m ). 虽 
然，不属于时，我们尚不好完全肯定该几何命题不成立（这一方面我们不去进 

一步讨论）.但当^•属于理想/,则肯定该几何命题是成立的.在这里，我们是 
采用 Grdbner 基理论中的 Buchbager 算法来解决“方程组/, = 0,1 < / < w ， 

的实数解必是 g = 0的解”这一代数问题.吴文俊对这一代数问题给出吴法 
(也称 Ritt - 吴法），它更适用于由几何问题引出的方程组/, = 0,1< / < «， 
而常能更有效.吴法把一度冷落的几何定理机器证明推向高峰.周咸青用吴法 
证明了 512个非平凡定理，且其中许多是新发现的.我国在几何定理机器证明 
方面处于国际领先地位.有兴趣的读者请参看相应的参考书. 

我们用下面的例子结束本节. 


垂心定理 任意三角形的三个垂线交于一点. 
如图2,引人直角坐标系，则 已知： 

AD 丄 BC <=> f x = 3^5 — 3^2(3^ — ： Vi ) = 0 ； 

丄 / 2 = 力力 - y\(y 4 - yz) = 0 ； 

A ,B , C 不共线 / 3 — (y 2 - 3 ； t ) 3；3 - 1 = 0, 

求证： CO 过 D 点 <=> g = y 4 = 0. 

用 Maple 软件计算结果 如下： 


C(0.v 5 ) 



> Y: = [yl,y2,y3,y4,y5]; 


图 2 
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Y : = [yl，y2，y3，y4，y5] 

> K ； - [y3 y5 - y2 * (y4 - yl) , y3 * y5 - yl * (y4 - y2) , (y2 - y 1) * y3 

- 1]; 

K： = [y3 y5 - y2 (y4 - yl) ,y3 y5 - yl (y4 - y2), 

(y2 - yl) y3 - l] 

> H ： =gbasis(K,Y); 

2 2 

H ^ - [y3 y2 + y3 y5 - y2,y3 y5 + y2 yl,y4, 

- y3 y2 + y3 yl + 1] 

> normalf(y4,H, Y)； 

0 

定理证完. 
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